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RESUMO
O resultado p r in c ip a l  desta dissertação ê que 
permutação c íc lic a  -i -c+7 de Z 1, 0, 1 , 2, .
pode ser expressa na forma ímQ níPQCí por permutações 
g de Z , sempre que m f p ou n / q .
ABSTRACT
The m ain tiuu .lt  otf thlA dl66Ztitatlo n li> th at  th 
cyclic, p&timutatio n i i+1 oh Z = { . . ,- l, 0, l ,  2, . .  
can be. cxpticAAcd -in the. {,otun fmgnfpgq oti pztimutatlo m  
f and g otf Z , whe.ne.v2.t1 e.ithe.ti m =/ p on. q .
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INTRODUÇÃO
O nosso p r in c ip a l  resultado , Teorena 3 . 10  que está 
no Capitulo I I I  , i  o seguinte : Se m , n , p e q são in ­
teiros não nulos tais que m j p ou n j q , então existam 
permutações á e 9 do conjunto Z de todos os inteiro s  
ta is  que gW 6 ngP 6^ l *■) - x+J para todo in te iro  x . Isto  
generaliza  o resultado p r in c ip a l  de [l4] , e aplica- se ao 
problema de caracterizar  as palavras que são universais  pa­
ra grupos simétricos in f in it o s . Veja [l , 3 , 5 , 14 , 15] .
A re ferid a  generalização  é fá c il  para o caso em que 
m+p 4 04 n+q mas aparentemente d i f í c i l  para o caso m + p = 0 . 
Assim a nossa real contribuição  ê o TEOREMA 3 . 8 ,  em especial 
seu LEMA 3 . 7 ,  que danonstramos exaustivamente no Capitulo  I I I  
e para o qual oferecemos una idéia  nos Diagramas 4 .5  do Apên­
d ice , de una possível demonstração, d iferen te  daquela dada ao 
TEOREMA 3 .8  .
Também estudamos em geral o problema de solucionar, 
para toda permutação <$ dos in te iro s , a equação do tipo 
A W  = <5 no grupo sim étrico de Z . Em [l] encontra-se
a resposta do problema análogo de solucionar equações do tipo
m n , . -£/ x = ó / cujas técnicas procuramos empregar .
O Capitulo  I contén as d efin içõ es , lemas e outros 
prelim inares percorrendo o resto da dissertação , cujo resumo 
aparece na Tabela 4 .7  do Apêndice. O Capitulo  I I  apresenta 
uma visão h istó rica  do assunto. 0 Capitulo IV resume o tra­
balho e propõe problemas relacionados ainda en aberto .
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Apresentamos ainda , no Apêndice, a Tabela 4 .6  , 
onde aparece um índice dos lemas, corolários, proposi­
ções e teoremas desta dissertação , juntamente com sua 
numeração total, que pode a u x ilia r  o trabalho de le itu ra , 
por ocasião de referências aos mesmos.
C apitulo  I : 
PRELIMINARES
Neste capitulo  aparecen as d efin içõ es ,n o taçõ es  e lemas 
básicos referentes  ao assunto pesquisado nos demais capítulos 
desta d issertação .
Para conjuntos arbitrários  A e B , a ecpressão A-B 
denota o conjunto {x : x £ A e xj£ B} . A  cardinalidade  do 
conjunto A será denotada por |A|.
Como de costutie, w denota o conjunto { 0 , 1 ,  2 , 3 , . . . }  
dos in te iro s  não negativos; e 2 denota o conjunto de todos os 
in te iro s , ou seja  Z = u U ( - n :  nC- u} . Para fe £ co o símbolo 
k denota o conjunto (n  : k > n £ w} . É claro que |fe| = k 
Usaremos o símbolo para representar a cardinalidade  de u
e o símbolo para representar a cardinalidade dos r e a is .
Seja  n f  w-l_ . Escreverenos n\m para s ig n if ic a r  que 
m /n  £ 2 ; caso contrário escreveranos njm . Quando n\m , d iz e ­
mos que n ê d iv iso r  de m , ou que n é fator de m , ou a in ­
da que m é m últiplo de n .
Seja  x £ Z e seja £ í u~]_ . Por (x^ expressamos o 
único elemento do conjunto {x + k£ : fe£ 2} n  £ . É claro que 
£ I ( x - x .
Seja  y £ co— 2 e seja P = {n . : -t£ /}  um subconjunto 
de Z ccm pelo menos um n . não nulo . Então a expressão 
( Hq , n-j , . . . , n.j ) ou a ec pressão mdc V denota o máximo divisor
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comum entre os elementos de V ; e se n^ 4 0 para todo -i £ J_ 
então a expressão [yIq , , . . . ,  Hj] ou a expressão wmc V deno­
ta o mínimo m últiplo comum po sitivo  entre os elementos de V . 
Desta forma, ( n ; ,n-) = 7 s ig n ific a  que n- e n- são relati-
'L j 'L j
vãmente primos entre s i .  Quando n í ca~_2 f a expressão S(n)  de­
nota o menor fator primo de n e a expressão M(n) denota o 
inteiro  p o sitiv o  [ 2 , 3 , . . . , n ]  .
Seja  X um conjunto arbitrário  e seja  tf C XxX „ uti­
lizaremos a expressão Pom(tf) e Im(tf) para denotar respecti­
vamente o domínio {x •' 3 £/ £ X e <x,i/>£ tf} de tf e a  imagem 
{ y : 3 x £ X e < x , í/> £ tf } de tf . Por Mnd [ tf) # expressamos 
£>om(tf) U  Iifl(tf) . Quando A é um conjunto, a restrição  de tf ao 
conjunto A ê denotada por tf t- e s ig n ific a  (AxX) n  tf . Por 
tf [A] , expressamos o conjunto {y  •* <x , y>£ tf para algun xt A } .
Ê claro que tf [A] C  Im(tf) para todo conjunto A .
Seja tf C XxX . Então tf ê d ita  conexa 
te se para cada par de elanentos d istintos x e y 
existe uma seqüencia f in it a  x = z g , z ^ t . . . , z  ■ = y 
todo l  £ J_ , temos que {< z^ , z ^+ ? >,< z^+ ?, zr>) n tf
Quando X é um conjunto qualquer representamos por
_ X
Pa £{X) o conjunto {tf : tf é função com Mnd(tf) £  X};  por X
o conjunto {tf •* tf£ Pn.t[K) e £>om(tf) = X) ; e por Sym[X) o con­
junto de todas as permutações de X , isto é Sym[X) s ig n ifica
X - ~{ t f :t f £  X e tf e b ijeçao ) . Notemos que Pà.£[X) e un monoi-
y —de, que X é um suhnonoide de Pa £[X) e que Sym [X ) e um sub-
X — —grupo de X, com respeito  a composição de funções. Dizemos a in ­
da que Sym [X ) i  o grupo simétrico do conjunto X e costuma-
se e somen- 
de Mn d ( tf J , 
tal que para 
4 <t> .
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remos , quando po ssível, oípressã-lo tão somente por 5^ . o 
grupo sim étrico  de real interesse  nesta dissertação ê o S j  de 
todas as permutações dos inteiros  .
Tambim utilizarem os os símbolos P*i£ , Mt/c ,e  Sym 
para representar respectivamente as classes í?si£[X) : X é
X
conjunto) , { X : X é conjunto) e : X é conjunto) .
Quando X é un conjunto arbitrário  e quando á £  XxX 
e g C  XxX , denotarenos simplesmente por ig a ccmposição da 
relação b in á ria  ($ com a relação binária  g . Assim , temos que 
ig = ; 3 z£  X cati < x , z> C g e ccm < z , y > í  <$) . Além d is ­
so, se i e g são funções, então ág(x) = íS 19 (x ) J sempre 
que xt Vom{ g) enquanto que g( x )  í Vom(ú)  . Também a composi­
ção da relação binária  & con ela  própria será denotada por
2. Yí — —{ , enquanto que á denotará a composição n vezes consecu­
tivas desta relação b in á ria , senpre que nt u>~1_ . Finalmente 
u tilizareno s  o símbolo para denotar -Ldt-X = { < x , x >  : xG X) ,
também chamado de c-Lcto em X ou 1-cá. c Z o em X . Se
 ^ <C x*X então i * denota a relação inversa de 6 , isto  é 
á * = ( < x , y > • < y , x > t á) . Claramente, quando á Ê / temos 
que ii  * = -ld l~X = ^6 .
D e fin içã o  1 .1  : Sejam  ^ C  XxX e g C  XxX.  Diremos 
que é isom õrfica  bigraficam ente com g e anotamos i - g
se e somente se ex iste  k t tal que 
6 = {< h [ x ) , h[y)  > : < x , y >  C- 3 } .
Facilm ente se vê que = é uma relação de equivalência  
de XxX e também que á ~ i 1 sempre que i é uma permutação.
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Lema 1 .2  : Sejam tf C  xxX e g C  x*X . Então as se­
guintes afirm ações são equivalentes :
1 • 1i ~ Q ,
2. E x iste  k £ tal que g = h^h  ^ ,
3. Ex iste  hí  tal que gh = kg .
Damonstração : [13 , corollary of theoren] .
D efin içã o  1 .3  : Seja X um conjunto qualquer e seja 
H C . Diremos que H é d isjunto  como permutação, ou sim ples­
mente que H ê dcp , se e somente se para cada ( tf,g) C H t i ­
vermos que, para todo xe  X , tf(x) = x ou g(x)  = x sempre 
que i 4 9 -
Lema 1 .4  : Seja H dcp , e sejam á e g elementos 
de H . Então tfg = 9(5 •
Demonstração : [15 , lema 1.3]  .
Quando X é um conjunto e tf £ S , dizemos que tf é
A
um cÃ-cZo não tr iv ia l  em X se e somente se ex iste  x £ X tal 
que tf(x) 4 x enquanto que i\y) = y sempre que 
y £ X-{ (x ) : -L £ Z} . Neste caso , a expressão |j tf |j denota o 
comprimento deste c ic lo , s ignificando  lítf^íx) •• -c £ Z}| .  C lara ­
mente, | tf |1 > 7 .
Seja  tf um ciclo  não triv ial em X , para algum con­
junto X . Se || tf || = fe £ oj , dizemos que tf é un fe-c-ócio  em
X e podamos expressã-lo, quando tf[x) 4 x , por
2 k- 7( x  tf(x) t f (x )  . . .  tf (x J ), ou mais geramente por
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( tf^U) íl+ ]  U )  . . .  tffe_3 (x) X tf(x) tf2 (x) . . .  i l ~] [X] ) ,  
para qualquer i  t fe . Quando no entanto || tf j| = q / dizemos que 
tf é um c ic lo  in f in it o  em X ou que tf é um u-c-iclo em X e
podemos expressã-lo, quando tf(x) f x , na forma
-2 _ ] 2 ( . . .  tf (x) tf (x) x tf(x) tflx)  . . . ) . E m  p a rticu la r ,
quando 0< k £ u> , o sim bolo denota o fc-ciclo em w repre­
sentado por ( 0 1 2 . . .  k-1 ) , e o símbolo & usaranos 
para denotar o w-ciclo em Z representado por 
( . . .  -2 -1 0 1 2 3 . . . ) ,  isto  é 4 (x) = x+7 para 
cada x £ Z .
Lema 1 .5  ; Seja X um conjunto e seja  tf £ . Então 
existe  um único conjunto C cfcp de c ic lo s  não tr iv ia is  em X 
tal que para cada x£ X , temos que tf(x) f x im plica que e x is ­
te ex atamente um ciclo  g £ C com tf (x ) = g ( x ) , mas se tf ( x ) = x 
então g (x) = x para cada g £ C .
Demonstração : [l5 , lema 1 .5]  .
D efin içã o  1 .6  : Seja X um conjunto e tf £ . Repre­
sentaremos o conjunto mencionado no Lema 1 .5  por (tf) e cha­
maremos cada c ic lo  g £ (tf) de componente c íc lica  de tf em X . 
É claro que quando (tf,g) C , tonos que tf = g se e semente 
se Cx (tf) = C^(g)  . Também se X e V são conjuntos d is t in to s , 
então C^(tf) n  Cy(g) = 4> sempre que tf £ 5^ e g £ Sy .
Exemplo 1 .7  : Seja X = _7 e V = Z . Seja 
tf = [ 0 1 2 4 ) [  . 3 6 ) £ S 7 . Então tenos que 
C^ítf) = { (  0 7 2 4 ) , ( 3  6 ) } .  Seja  também 
g = { 0 í 2 4 ) [ 3  6 ) £ • Então temos que
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C 2 ( g ) = { ( 0  7 2 4 ) , ( 3 6 ) } .  Ape s a r d e  C 7 (<$) e C 2 (g ) 
seran igualmente representados, temos que o c ic lo  
{ 0 1 2 4 ) <z C^(£)  s ig n ific a  a função determinada por 
{< 0,1 >,< í , 2 > , < 2 , 4> , < 4 , 0  >,< 3 , 3>,< 5 , 5>,< 6 , 6  >} , enquanto que o c i ­
clo 1 0 1 2 4 ) t C j [g)  s ig n if ic a  outra função d ife re n te , 
onde aparece, por exemplo, o par < 9 , 9 >  , que não aparece no c i ­
clo ( 0  1 2 4 ) C- C 7 U )  .
Seja  l e para algum conjunto X . Então  ^ ê d ita  
uma tsia.nòpoòÁ.ç.ã.0 em X se e somente se & = ( x y ) para 
algun { x , y} C  X , can x f y . Pelo teorema de Cauchy 
[ 8 , p g . 96] temos que se X é f in it o  e g í , e se 
•í j t ^2* * * ' e ' *^2# ' *' s^ °  transP ° siÇÕes em X tais  que 
í  j í 2 • • • ^ n=ô = ^ 1 ^ 2 ' * * ^  ' ent^ °  n+m ® inteiro  par. Dizemos que 
g é uma pera utação pan. se e sanente se n for in te iro  par, 
e neste caso então também m é inteiro  par. Quando g é per­
mutação não par, dizemos que g é permutação ZmpaA .
Para X f in it o , A^ denota o conjunto { { , ’ {, é 
permutação par de X} . Ê possível ver que toda transposição de 
X é permutação 3m p a r ; que tanbêm o c ic lo  c.^  ê pera utação ím­
par; mas que o c iclo  7 ê permutação par senpre que 
n £ u~J_ . Tan bêm é possível ver que para ( á , g )  £  , temos que 
1\g E A^ j se e somente se ou {  ^, g } £  A^ ou { , g) £  ^x~^X *
Quando J<mí u , denotaremos por C^(^ ;m)  o conjunto 
{g : gG Cx (á) e ||g|| = m} e por Cx [ á; to) , o conjunto 
{g : g e c x lá) e ||g|| • Assin , temos que
Cx (á) = Cx (á;tú) u  {Cx ( á ; i )  : 1<í  C- w} sempre que  ^ 6 para 
algum conjunto X .
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Por Xtf denotamos o suporte de tf em X , s i g n i f i ­
cando o conjunto {x  : tf(x) f xe X} . Claramente Xtf C X .
Quando Xtf = X enquanto que tf é um c ic lo  an X , diremos que 
tf é una permutação c íclica  de X . Quando Xtf / X , diremos 
que x é ponto {,á. xo de tf em X se e somente se x t X-Xtf .
Seja  X un conjunto e tf £ . Se, para todo inteiro
yj
n p o s it ic o , tivermos que tf 4 -idtX , diranos que tf tan ordem 
in f in it a  e representamos tal fato por o^d(tf) = 00 , ou por 
0 A.d ( tf) = ü) ; caso contrário , 0A.d(tf) denota mini n •* 0< n £ u> e 
tfn = -ídhX) . Bn p a rt ic u la r , quando OA.d(tf) £ { 7 , 2 }  , diranos que 
tf ê una InvoZução  de X .
Observação 1 .8  : Quando tf £ para algun conjunto 
X e OA.d ( tf) = t  £ , então
1 . tfX= tf^XÍ para todo X £  Z ;
/ffi / Ki j. I I ,2 . ó = ô se e somente se •£ | Im-n) .
Lema 1 ,9  : Seja (p , fe) = 7 . Então e< iste  permutação 
g c íc lica  de k tal que gP = .
Dononstração : [l5 , lema 1 . 7 ]
Também en [15 , lana 1 . 8 ]  , venos que c.™ tem eca- 
tamente (m, k) c iclos  em k , todos de comprimento k / [m, k)  
sempre que 0<m £ u . Ê fá c il  ver também que i>m ten exatamen- 
te m componentes or-cíclicas em Z , e que -6 não tem outro 
c ic lo  .
Na demonstração do Lema 1 .9  , Valente observou também 
que se tf é permutação de X então | itfm) |>JC^(á) | para
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0<m £ w
Lana 1 . 1 0  : Seja n um inteiro  cem |n| 4 7 . Então 
não existe  permutação h de Z tal que hn- ò .
Demonstração : Suponha que hn= ò para algum k í S ^ .  
Então 7 = ( C  ^ I I = Segue que | C  ^( h) | = 7,
ou seja que h é permutação c íclica  de Z . Mas então C ^ í h n ) - 
C  ^ e iC^(íin;w)|  = |n| . Assim, 7 = | C  ^I 4) | = | C  ^l hn; w) | =
|n| , o que ê uma contradição, jã que | n| 4 7 . |
H a b itualnente denotamos por I ura a lfabeto  f in ito  
mas a rb itrá r io  ( A , B , C , . . . }  . Nesta dissertação , designaranos 
+
por I o semigrupo liv re  das palavras f in it a s  geradas pela so­
le tração dos elementos de I , enquanto que í  denotará o g ru ­
po livre  das palavras fin it a s  geradas por I . Assim temos que 
ABAA CB£I+ ; enquanto que AB * CA ^A 7 £ í  — Z . Claranente 
_ + _ +
 ^  ^ ^  • Representaremos tais palavras pelas letras gregas 
m inúsculas . Quando { a , 3) C t , a concatenação das palavras a 
e 8 será denotada por ag e a palavra vazia  designaremos por
+<p , cem a propriedade que a (j> = a = <|>a para cada a £ £- .
Seja  a£ í  e seja n£ A concatenação n vezes 
consecutivas da palavra a será representada por a n= a n 7a = 
aan 7 , onde. s ig n ific a  a e s ig n ific a  também a pala ­
vra vazia  (J> . Usaremos o símbolo a 7 para designar a palavra 
inversa de a , isto  é a palavra can a propriedade que a 7 a =
<(» = aa * , e o símbolo a designará a palavra soletrada na o r ­
dem reversa de a . Claramente temos que (ag) 7a 7 e que
- 7 r T /- +4> = <p sempre que ia  g} ^  S- .
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Exemplo 1 . 1 1  : Seja a = A8 8 B = A8 3 e se ja  3 = B 2A 3 .
5 - 3  2 - 2 3Entao a 3 = A 8 A enquanto que 3a = B A 8 ; ainda
—  3 -7  3 - 7  -7  7 - 3 3 - 7a = BBBA = 8 A e 3 = A 8 , pois 33 = B A A 8 = <J> e
4 =■ A 3 B" 28 2A ' 3= 3~J3 .
Diremos que a palavra não vazia  y £ Z+ é -iegmen-to da 
+ + palavra a £E quando a = yyX para algum {u , A}  C E  . S e  
y = , diremos que y ê segmento â esquerda de a ; se A = <j> 
diremos que y ® segmento à d ir e it a  de a .
D efin içã o  1 . 12  : Seja {a , A} Ç /  f seja  í. 6 I e seja
0< n e u> . Diremos que o par < A , L n> é um L-bloco de a ou sim­
plesmente um bloco  de a de comprimento n se e somente se 
são cumpridas as três seguintes afirmações :
1 . x L n é segmento à esquerda de a ,
yi+ ] — —2. AL nao e segmento a esquerda de a ,
3. L não é segmento à d ire ita  de A .
Intuitivam ente podemos estender estas defin içõ es  para 
palavras de grupo . Veja  o seguinte
Exemplo 1 . 1 3  : Seja a = AB2AC3A 2B 2 £I  . Vemos aqui
2 -que AB e segmento simultaneamente a esquerda e a d ire ita  de
2 3 2a , pois podemos escrever a = AB AC AA8 . Temos tambem que
2 2 3 2 ~<<p,A> , <AB ,A>  e <A8 AC , A > sao A-blocos de comprimentos
2um , um e do-có respectivam ente, enquanto <A, 8  > e
2 3 2 2 -  • 2 3<A8 AC A ,B  > sao B-blocos de canprimento dolò e <AB A,C  >
é o único C-bloco , e ê de comprimento tfiz&
3 — 2 —  ] 5 —3 2 Seja  agora 3 = B A B A C  B .  Notemos aqui que
3 - 7  3 -  2B A  e 8 A sao segmentos a esquerda de 3 , enquanto que
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2 -8 e segmento simultaneamente a esquerda e a d ir e ita  de 6 .
Claramente estes são apenas a3fj uns dos muitos segmentos de 3
■r - 1 5  - 1 2  5 - 3  -2que poderíamos c ita r , entre e le s , B A  , B A , A C , C ,
2 - 2 - 3A C  , AC B , e t c . . .  Os seis  d istinto s  blocos de B sao
<4>,B3> , < B 3 , A~2> , < B 3A ' 2, B _ I > , < B3A " 2B " 7 , A 5 > ,
3 - 2 - 1 5  -3 3 - 2 - 1 5 - 3  2<8 A B A , C  > e < B A  B A C  , B > ,  respectivamente de
comprimentos íAe-6 , do^ -ó , um , c^ínco , -íA-êi e do-í-ó .
Seja  atlí  soletrada na seguinte forna , 
a - Ln/ 0 , L " t , > L " i 2 , . . . L " ir’ 1 , para algum { Lfl, L , ,  L . . . ,  Lp > C l
e algum { n(-í) •* -ct jp+_7_> £ Z-jf_ . A quantidade de letras L£Z
na palavra a será denotada por q [ L , a )  , s ign ificand o  2Ü n(fe)
fct I
onde 1 = {k : = L} e o comprimento de a será denotado por
iP
| ct | e s ig n if ic a  |n(te)|. Por mdc (a) denotaremos
k= 0
mdci Q ( L ■, a ) : -i í: p+]_} sempre que q { L ■, a) / 0 para a]g um■L --  *-
X t p + 1 . Nem sempre i  defin ido  mdc (a) . E x e m p l o  : Se a é a 
palavra ABA-7 8 7 então q(A,a)  = 0 = (B, ot) , e não se define  
mdc(a) , neste caso .
Direnos que a ê ViÁ-\)Í.clZ se e semente se 
mdc (a) = J . Observe que a é tr iv ia l  se ex iste  LtZ  tal 
que |q ( L, a) | = í .
Una palavra a ê d ita  vuZneAave£ se e somente se
oi is  te k t p + 1 tal que mdc(a ] t mdcl q { L^,  u) • k j t p+ 1 } 
sempre que estes dois mdc são defin ido s  .
Nós identificam os duas palavras « e 8 de como
a = 8 não somente quando possuem a mesma soletração, mas também 
quando a = yX enquanto que 0 = v y y  para algum {p ,y ,X}Cl-,
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Designaremos por dedução de a , a palavra mais curta 3 tal 
que a = 3 . Quando a é igualmente soletrada ã sua redução, 
dizemos que a é /Ledazida  . O número de blocos da redução de 
a ê denotado por cp£x(a) e será denominado de c ompZe.KÃ.ddde 
de a . Claramente | aB |<_| a | + | 6 | e cp-íx ( a$)<_cplx ( a) + cp£x ( 6 ) 
senpre que { a ,g}  CZ- . Quando { a , B )  Ç  Z , então vale a ig u a l­
dade nas expressões acima .
Quando { a , B }  £  I- , diremos que a ê ci.cti.cam 2. ntí  
conjugada, a g e  anotamos ao-g se e sanente se a = yA en­
quanto que g = Ay para algun { y, A} c £- . Facilmente se vê 
que ^ é uma relação de equivalência  de £ . O conjunto 
{ 0  : g^a} das palavras c iclicanente  conjugadas a a será 
denotado por a/'v .
Diremos que a palavra B 4 <p ê fiaíz da palavra
+ yj
a tZ- quando a = B para algum in te iro  positivo  n . A ra iz  
mais curta de a  será denotada por ti (a) .  Uma palavra a é 
d ita  pfii.mi.tÁ.va se e semente se it(a) = a .
Lema 1 . 1 4  : Seja at {A, 8 }- prim itiva e de comple­
x id a d e  2i.+ 1>l . Então ©c iste  g t { A , 8 )- prim itiva e c ic l ic a ­
mente conjugada a a tal que c.p£x ( B) t { li. , li.-)} .
Demonstração : Claramente podanos escrever
An { 0 ) n n[l )  n n ( 21-7 ) . n ( 2i)  .a = A 8 . . . B  A para algun conjunto
i n ( j )  : j  í 2i.+1 } de inteiros não nulos . Seja A = q
v = a " ( 0] 8 k| ' 1 . . . B n( 2a- '! 1 . Então 6 - Au ■
^ n l Z i l ^ l O I g n d l ^  a AmB« I / ) A„( 2) _ _ B«( l i- 1 ) _ Qnde
m = n (2 i , ) +n{0 )  . Desta forma, tetnos que a^B e além disso  que
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cp£x(B) = 21 quando m /  0 , mas que cp£x(B) = lí-1 quando 
m = 0 . Portanto, em qualquer caso, temos que
Cplx  l 3 ) £ ( 11, 2X-1} . Agora, já que V V - [V 1UV J \  por uira 
extensão óbvia de [10 , pg. 196 , remark (v ii)J  , vemos que se 
a é prim itiva , então 3 é prim itiva , pois a^3 . |
Definição  1 . 15  : Um homomorfismo ç : £- -*■ {A,B}- 
chama-se òim pLL&icação  se e somente se ç [ e ] S  í A , S > U  { <M . 
Quando além d isso , a palavra Ç(a) for p r im itiva , então ambos 
£ e S(a)  chamam-se òím pLLR eação  pHÁ.mitÁ.\)a de a , sempre 
+ — ~ que a í  E- . Obviamente, se a nao for prim itiva , entao nao 
existe  sim plificação prim itiva  de a .
Walter Taylor, ao ver a demonstração do 
[14 , theorem 7] onde aparece a frase " lt obv-Loubly òu.fâi.cu to 
4>kou) tkcut the. the.on.rn kotdò ion. at {A, 8} + " duvidou que foi óbvio e s ­
ta s i f ic iê n c ia . Assim nasceu a nossa seguinte
Pergunta 1 . 16  : Sendo a qualquer palavra prim itiva , 
então ex iste  sim plificação prim itiva de a ?
Achamos que esta pergunta fica  ainda eu aberto , mas o 
seguinte lona é uma resposta p a rc ia l , &c igida para a nossa d is ­
sertação.
LEMA 1 . 1 7  : Seja at t prim itiva e de canplec idade 
menos que seis .  Então a tem uma sim plificação p r im it iv a .-
DEMONSTRAÇÃO : Obviamente podemos supor que cp-tx[a)>3. 
Se existem duas letras d ist in ta s  X e V ta is  que X cempare-
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ce em exatamente un bloco de a e tais que V comparece em e- 
xatamente um bloco de a , então o homomorfismo gerado pela 
função I -»• { A , 8 } u { cf) > d efin ida  por X -+ A , por V B , e 
por U -► <j> sempre que Ut I ' { X , n  , obviamente é uma s im p lif i ­
cação prim itiva de a . Se nenhuma letra  comparece en menos 
que dois blocos de a , então jã que a é de complexidade menos 
que se is , é claro  que a é una palavra prim itiva num alfabeto  
de ec atamente duas le t r a s , e neste caso nada tonos a denonstrarj 
portanto, podsnos supor que ex iste  exatamente uma letra L que 
comparece em somente um bloco de a ; neste caso tenos que 
a^LXUa V^UaV^ para a l gum { x , a , b , c , d}C 2-]_ e algum 
{ U , l / } C I ~ { L }  , com U j 1/ . Para definirm os o hcmomorfismo g e ­
rado pela função I ■+ {A , 8 } u { <J>) , considerenos três casos.
Caso : a+b+c+d  f 0 . Cem L A , com U -*■ 8 , e com 
V B , obviamente temos uma sim plificação prim itiva  de a .
Caso : a+c. = 0 = b + d . Com L <f> , can U A , e 
com 1/ ->■ B , obviamente temos tambin uma sim plificação  p r im it i­
va de a .
Caso : a+c. f 0 . Com L -*■ A , com U -+ 8 , e com 
1/ -> $ , tenos novamente una sim plificação prim itiva de a
Definição  1 . 1 8  : Seja W C z- e seja  {a , 6} £ p . 
Escrevanos a.W.  6 para d izer  que a é W-eqalvalente, a 3 , ou 
seja que eciste  seqüência f in it a  a = y^ , y j , . . . , y = 3 tal que 
para cada -ó £ n , uma das seguintes condições i  s a t is fe it a  :
1 . .
2. ec iste  At W tal que ou ^ + 7  = ou
= vj.+ l X ’
Dizemos então que a seqüência y ^ , y j , . . . , y ^  leva a 
para 3 , via  W .
22
Em [l4 , proposition  2] é observado que se 
£  ^2 — í+ ' en tão .W j. e .(^2* são relações de equivalência  
de Z . Além d isso , temos que 'v- = . <(i. C. . C . W .C ; I . = Z x z 
Obviamente tal observação é válida também para palavras de grupo.
Definim os tambén a/W = (B : a . W . B)  .
D efin ição  1 . 1 9  : Seja a C-E- , seja  G um senigrupo e 
seja  x í G . Diremos que a >iQ.pfi£& znto. x <m G , e anotamos 
(a + x)G , se e somente se ex iste  um homomorfisno H : &• -»■ G tal 
que H (a) = x . Quando (a-t-x)G para todo xt G , diremos que a 
ê uni-V zhòclZ. pafia. G , e anotamos a + 4-G .
Seja M uma família de semigrupos. Diremos que a ê 
M-u.rU.V£fi.t>al se e somente se a + 4-G para todo G e M . Além disso 
se a é universal para todo elemento fin ito  em M , diremos que 
a é FM-u.níve.siòa.1 ; e se a ê universal para todo elemento in ­
fin ito  em M , diremos que a é IM-uní-V .
Qn [3 , proposition  l] temos que cada palavra t r i ­
vial é universal para todo grupo. Portanto o estudo da univer­
salidade para grupos fica  interessante somente para palavras 
não t r iv ia is  .
O seguinte lema é uma generalização natural de 
[ 15 , corolário  3. 11  ] .
Lema 1 . 20  : Seja a(-^ , seja  (í Q -  e seja 
para algun conjunto X . Se existe  homomorfismo H 
tal que H(a) = á enquanto que H(y) = -cdl-X para cada y tW ,
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então temos que (8+é)S^ para cada 6 £ a/(í .
Demonstração : [l5 , lema 3 .8  e lema 3 .9] .
Apresentamos no Apêndice, a Tabela 4 .7  , onde apare 
ce un índice dos símbolos usados e das ecpressões técnicas cu 
jas origens estão na presente dissertação .
Capítulo I I  :
HISTÕRICO
Já antes de 1965 , Jan M ycielski intro duziu  as noções 
de ieAmoó unÁ.ve.ti6CLÍ6 cem a seguinte
Pergunta 2 .1  : Que palavras são universais  para quais
X
monoides X ?
A partir  daí, uma seqüência de trabalhos publicados 
por Is b e l l  [6] an 1966 ; McNulty [7] em 1972 e Silberger 
t u ]  en 1973 , culminaram em 1974 com a dsnonstração fe ita  por 
McNulty e Silberger da seguinte generalização de un teorema 
de Is b e ll  :
Teorena 2 .2  : "Sejam X in f in it o  e J CE+-{<f>} tal 
que para {a , 8) £ J ccm a  ^ 8 acontece que, nem a é segmen­
to de 3 , nem eciste  y 1 <f> tal que y é , ao mesmo tenpo, 
segmento à d ire ita  de a e segmento à esquerda de B . Seja 
H : J -> Vfit (X) função a rb itr á r ia . Então existe  homomorfismo 
K •. i -y ?h.t (X) tal que Kt-J = H . " [15 , teorena 2 .5] .
Em [l2] , S ilberger  apresenta seu central
Teorema 2 .3  : Seja a <z £ . Então a é PA.í-universal 
se e semente se (a + á) (Mnd(á)) para toda função á conexa
e in je t iv a .
Os p rincip a is  corolários do Teorema 2 .3  são os se­
guintes corolários 2 .4  até 2 .7  .
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Corolário  2 .4  : As palavras (AB^Á f B ( B A ) n
Kl ^(BA) A sao ?K t  -universais sempre que n í w .
3 2 2 3 —Corolário  2 .5  : As palavras A 8 e A 8 sao
P-tí-universais .
«* X. U —Corolário 2 .6  : A 8 y é P-^-t-universal senpre que 
x e y são in te iro s  impares positivos .
0 seguinte é uma resposta a uma pergunta de Isb e ll ,
Corolário  2 .7  : As palavras ABn+^ABn e A n8An+^B 
são P^-t-universais sempre que 1 < n £ to .
Em 1977 , Ehrenfeucht e Silberger [4] estenderam um 
resultado dos p r in c ip a is  de Isb e ll  [6] , estabelecendo o
Teorema 2 .8  : Seja  n um inteiro  positivo  cujo menor 
fator primo ímpar i  P e supon ia que 2^ | n mas 2^+ ^]n.  Então 
as seguintes duas afirmações são equivalentes :
1 . 2 <p '
2 . Para todo conjunto X fin ito  e para toda função 
(5 £ X , ec is te  g t X e  uma involução h tal que = g h .
Relacionados com o Teorema 2 .8  , temos os resultados 
p r in c ip a is  de [5] :
Teorema 2 .9  : Seja {m,n} c . Então as seguintes
três afirmações são equivalentes :
1 . M(S(m) ) “tn e M(5(n))'|m  f
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2. AmBn é Myc-universal ,
3. AmBn é F-St/m-universal .
C orolário  2 . 10  : "Seja  A.>1 . Sejam L j , L ^ , . . . , L
letras d is t in t a s . Seja n{j )>1  para todo j  . Seja a a pala-
X -’ fi
vra de comprimento n {-c) , denotada por
, n( J ) , n( 2} . n (3) ,n[A.) _  . , , -a = Lj Lp Lj  • Entao as seguintes tres afirmaçes
são equivalentes  :
1 .  Existem  ite ir o s  Jl e j tais  que e 
tais que M (S ( n U )  ) ) | n (j) e M (S ( n (j) ) ) 1 n U )  ,
2.  a ê Mt/c-universal ,
3. a ê FSym-universai . "  [l5 , corolário 2 . 9 J
Un resultado  importante aparece no artigo  [3] de 
Ehrenfeucht , F a jt lo w ic z  , M alitz  e M ycielski , que é o
Teorema 2 . 1 1  : Seja a £ I+ . Suponha que a + -i-S^ para 
algum conjunto in f in it o  X . Então também a++Sy para todo V 
tal que | y |_> X  7 •
Em [3 ] também é visto  que A 28 2 é ISt/m-universal .
2 2 - 'Tendo-se em conta que À B nao e universal para / temos a
Proposição 2 . 12  : ISí/m-universalidade não implica na 
Sí/m-universalidade .
Sobre palavras de grupo, já em 1951 Ore mostrou em 
[9] e Bertram menciona em seu artigo  [2 ] a seguinte
Proposição 2 . 1 3  : Cada elemento do semigrupo A^ é 
um comutador; isto  e , se  ^ £ A^ para X fin ito  qualquer, en-
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tão ó = yxí/_ í x” 7 para algum { x ,y}cS^
Mais recentemente Silberger  ex ib iu  permutações x e
y formadas por componentes c íc lic a s  in f in it a s  em 5^ tais  que
yxy  ^x  ^ = C-2 ^ sempre que k G to—_7_ . Veja o Diagrana 4 . 1a  do 
Apêndice .
Em [l5] , Valente estabeleceu  o
Teorema 2 . 14  : Seja { m [-L] , n (xl) para todo
■í í .{1 , 2, . . . , k-1} . Seja  m ( k) >0<_n[ fc) e seja a palavra
a m ( J ) nn ( J ] Am ( 2) c n ( 2 ) Am [ k ) v n[k)  , ,a = A 8 A B . . . A  8 cem ecatamente um
Impar e exatamente um n(j)  Impar. Então a é Syni-universal.
Bem recentemente, S ilberger e Valente em [14] , 
demonstraram o seguinte
Teorema 2 . 15  : Seja a uma palavra de semigrupo, 
prim itiva  e de complexidade menos que se is . Então .
A ec tensão do Teorema 2 . 15  para palavras de grupo 
é a nossa principal contribuição na presente dissertação . Veja
o nosso Capitulo  I I I  .
En 1981 , Arante em [l] comentou com exenplos,a  r e ­
presentação de 6 para palavras de sanigrupo, conforme o 
Teorana 2 . 15  ; além de estabelecer os seguintes teoranas :
Teorema 2 . 1 6  : A palavra AmBn é I Sí/m-universal, 
sempre que {m,n}cu-J_ •
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Teorema 2 .17  : Seja a=Am 1 ' 1 B n 1 ’ 1 Am 1 21 Bn U  1 Am| 31 b "  1 31 
com { m l-i) , n (X) } Cu-]_ sempre que -cG { 7 , 2 , 3 }  , e tal que m ( 3 ) 
não seja m últiplo de ( m( 7 ) fm(2) )  . Então (a + ^ S ^  •
Teorema 2 .18  : Se a ê palavra vulnerável de semi- 
grupo então •
3 2 2Arante tambem observou que as palavras A B A  BAB
3 2 2e A BA B AB são as mais curtas conhecidas palavras de sani- 
grupo que ainda não está estabelecida  a sua capacidade em r e la ­
ção â representatividade de -6 em $ j  •
Os autores mencionados neste capitulo  costumam p er­
guntar ; algunas vezes mais geralmente que outras :
Pergunta 2 . 19  : Se a £ { A 3B 2A 28AB, A 3BA 18 2AB, (A 28 2) 1A 2B4} 
então (ct+ 4 ) Sj  ?
Pergunta 2 . 20  : Se / ot G Z nao e da forma a = 3 y l
para 3  ^ <J> , então a é I-Si/m-universal ?
Pergunta 2 . 21  : Se tt (a) = Am8nA^B^ então Tr(a) é 
ISi/m-universal ?
Pergunta 2 . 22  : ir (a) é ISt/m-Universal ?
Pergunta 2 . 23  : Toda palavra de grupo, prim itiva é 
S í/m-universal ?
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C apitulo  I I I  :
AmB nAf>Bq REPRESENTA ò SE E SOMENTE SE 
m 4 p OU n 4 q
Nosso principal teorana deste capitulo  é o seu título . 
Nõs o estabeleceremos em duas p a rtes . Estamos supondo sempre que 
ô /  {m , n, p, q} C 1 , e que < m, n> 4 < p , q> .
Na prim eira parte, trata-se do caso em que 
m + p f 0 4 n+q , e termina no TEOREMA 3 .6  , que é una g en eraliza ­
ção natural do principal teorema de [14] , cujo resultado es­
tendemos para palavras de grupo .
Na segunda parte, trata-se do caso em que m+p = 0 ou 
que n+q = 0 . 0 seu ponto culminante ê o TEOREMA 3 .8  , nossa 
p rincip al contribuição .
Defin ição  3 .1  : Seja k uma permutação de Z . D ir e ­
mos que h é Á.n£e.fica&ãv se e somente se C ^ ( h ; k )  ê ou va­
zio ou in f in it o  sonpre que /< fó .
Lona 3 .2  : Seja h um elemento intercalãvel de Sj  , 
com Cj[h)  - C j { h ; k )  para algum k>l . Seja 0 / p í Z  . Então 
existe  elemento intercalãvel a de S^ tal que = h .
Demonstração : Inicialm ente suporemos p>0.  San perder
a generalidade , podemos supor que C 7 {h ) = {h- : -ií w) ondet- Á,
h ■ = [ki tzi.+ 1 . . .  k-í+k-1) . Agora, para cada j C u> , seja
T 00 1 "T °°
H ■ - h h . , . . .  h - . . Observe que k = h . = I I H ■ .
i PJ Pi + 7 Pj+P~l j =0 i
Seja agora, para cada / t u  , o pfc-ciclo
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a *= ipjk. p jk+k  pjiz + 2k . . .  pjti + pk-k pjk+l p jk  + ti+l p j k+ 2 k+ 1
. . .  pjk+pk-k+1  ................  pjk+k-1 pjti+2k-1 . . .  pjk+pk-1)  .
PCom isto , temos que ar- = H . . Mas o conjunto ( a .  : j f  u) éJ J J
dcp . Assim podemos d e fin ir  a peun utação intercalável a de Z 
por C7(a) = { a .  : / 1 ca} . É claro que a^=l [ = 1 f H - = h.
1 i j=0 3 j=0 *
0 caso en que fe ~ ^ q se faz analogamente.
Finalm ente, suporemos p<0 . Seja -p = m>0 . Então 
eciste elemento intercalável b de 5^ tal que bm = h . Seja 
a = b * . Assim , = b ^ = bm = h. .
Hn casos p articu lares , podemos construir  a permutação 
intercalável a de Z de outras maneiras mais convenientes :
Nota 3 . 2 . 1  : Seja (fc,p) = 7 . Então pelo Lema 1 .9  , 
temos que ex iste  permutação a.  ^ de Z tal que , já
que ||h • li - fc . Seja a =] f a . . Assim a^= | f oP. =1 f  h.  =  h .
*  ^ = 0 ^ x>0 *  1=0  'L
Nota 3 . 2 . 2  : Lembrando que c.r tem exatamente (p,x) 
componentes c íc lic a s  de comprimento x / ( p , x ) ,  podemos construir 
a permutação intercalá vel a de Z com x-ciclos no lugar de 
|pfc|-c ic lo s , quando k for convenientemente composta por compo­
nentes c íc lic a s  de comprimento fe = x / ( p , x )  . Apresentamos no 
Apêndice, o Diagrama 4 .2 ’, ilustrando um ec emplo, cem fe = 3, 
p = - £ e x = 7 2 .
Corolário  3 .3  : Se h é permutação intercalável de Z 
então ex iste  at  tal que = h sempre que 0 f pt 1 .
Demonstração : Seja h = rr h. , onde para cada k>1
k= 2 R
tal que C^lhjkj  = <p , consideremos h ^  = idtZ  , e para cada
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k>J tal que C-^(k;k) / $ , consideremos h^ com 
Cj (h^) = C j ( h ; k )  , que é in f in it o , pois h ê in te rc a lá v e l . A s­
sim, pelo Lema 3 . 2 ,  temos para cada k>1 , que eciste  
tal que e tal que { a^  : k>l } é dcp . Definindo
a =] f°° a, , temos que a^  =] í a? = h . g 
k ' 2  k fe-2 1
0 resultado seguinte é um caso partucular de 
[l4 , lema 4] . A idéia  da nossa demonstração dele aparece no 
Diagrama 4 .3  do Apêndice .
Lana 3 .4  : Seja {£ , u }  £ ui~_2 . Então existsn  permuta­
ções intercaláveis  F e G de Z com C^(F)  = C ^ ( T ; i )  e ccm 
C  ^ (G) = C ^ ( G ; a )  tais  que 6 = G F .
Demonstração : Seja T = í+u-3 . Observemos que 
T_>2+2-3 = 1 . Para cada fe £ üj , seja F^ o ^-ciclo 
(kT tzT+1 . . .  kT+t- 2 -k-1) em Z , e seja o a-ciclo
(kT+t-1 kT+t  . . .  feT+T -k-1) em Z . Observemos que ambos os 
conjuntos { Ffe : fe£ u) e {G^ : te£ u} são dcp . Portanto as 
permutações F e G de Z podem ser e serão d efin idas  por 
C Z (F) = { F^ : fe£ 0 } e por C^(G) { G ^  : fe £ to} . Ê óbvio que F 
e G são in tercalá v eis . Afirmamos que ò = GF . A fim de esta ­
belecer is to , escolhenos x £ Z . Há três casos a considerar.
Caso : x< -1 .Então ex iste  inteiro  k>0 tal que 
x = -k-1 . Segue que F (x) = F(-fe-J) = F^(-fe-J) = feT e também 
que G (kT) = G ( (k-1) T+T)  = Gfe_ ] ( (fe-7 ) T+T) = -(k-1 )-1 = -k = x+J.
Caso : x = -1 . Então F(x)  = F^(-J) = 0 . É qlaro 
que 0 X  2G , e portanto que G ( 0) = 0 = -7+7 = x+7 .
Caso : x>-7 . Então, pelo algoritmo da divisão de Eu- 
c lid e s , ec iste  < k , y > í  üj*T tal que x = feT+y . Há três sub-ca-
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sos a considerar agora.
Sub-caso : 0<_y<_£-3 . Então F (x) = F (kT+y)  = F^(kT+y)
= kT+y+1 . Observe agora, da definição  dos u-ciclos em Z
que para todo v t u temos que v t ZG se e somente se 
(u^.e {£-1 , £ , . . .  ,T-1 , T ,  0} . Mas já que 1 <_y+1 <_£-í , temos que 
í/+ 7 J? { £ - 1 , £ , . . . , T - 1, T , 0 }  . Segue que kT+y+1 1G . In  ferimos 
portanto que G(kT+y+1)  = kT+y+1 = x+J .
Sub-caso : {/ = ■£-2 . Então F (x) = F (kT+y)  =
F^(kT+£-2)  - -k-1 , e também G(-fe-J) = G^(-k-l)  = kT+£-7 = x+J.
Sub-caso : £-1<_y<_T-1 . Observamos agora que para todo 
v £ oi , temos que v e ZF se e somente se -t- 1 . Mas já que
£-l<_y<_T-l , temos que i//  -t- 7 . Segue que kT + yf? ZF e então 
que 6 F (x) = GF (kT+y) - G ( k T  + y) = G^(kT+y)  = kT+y+1  = x+J .
Em todos os casos e sub-casos, vimos que 
GF (x) = x+J = 4 (x) .
A demonstração do seguinte resultado ê fundamentalmen- 
mente baseada na demonstração apresentada em [14 , teorema 6] 
para semigrupo .
Corolário 3 .5  : Sejam m,n , x  e y inteiro s  não nulos 
com x>|m| e con í/>|n l . Então existem elementos intercaláveis
i e 9 de com on.d(i) = x , com osid(g) = y e tais  que
„ n / m •6 = 9 ü
Demonstração : Notemos que ambos os inteiros
£ = |x/ (m,x)  | e u = \y/ ( n , y )  | são maiores que 7 . Portanto,
pelo Lema 3 .4  , temos que ecisten permutações intercaláveis  F
e G de Z tais que C^(F)  = C ^ (F ; £) , que C^(G) = C^ ( G ; u )
e que 6 - GF . Com base na Nota 3 . 2 . 2  , intecalemos conveni-
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entemente í-ciclos de F em Z , agrupados de (m,x) em 
(m,x) , para obter a permutação intercalãvel á de Z tal que 
F . Claramente = C 2 U ; x )  , e portanto osid(6) = x =
|x / (m, x)  j (m , x ) . Analogamente, agrupemos os u-ciclos de G em 
Z de ( n , y ) em (n,y)  para intercalá-los convenientemente e 
obter g t tal que g n- G e tal que OAd(g)  = y - 
\y / ( n , y )  | (n , y ) . Assim , já temos jj e g , elementos in terca ­
láveis  de Sj  tais  que otidih) = x , que oã.d(g) = y e tais 
que 4 = GF = s nám . |
TEOREMA 3 .6  : Sejam m , n , p  e q in teiro s  com 
m + p 4 0 4 n+q e com m 4 p ou n 4 <i • Então a palavra 
a = Am8 nA^B^ representa a permutação c íc lica  ò de Z an .
Demonstração : 0 Corolário 3 .5  nos garante  que A^B^ 
claramente representa ò eu Sj  sempre que {•£, /} £ 2~1_ . En­
tão podanos supor que m , n , p  e q são inteiro s  não nulos. Já 
que claramente |p| / |m | ou |íi  ^ I w | ' ent^ °  pelo Lema 1.20 
podemos supor san perder a generalidade que |q|>|n|>0 . Seja , 
desta forma W = {8^}  . Então ct.W.Am + ^ 8 n . Pelo Corolário 3 .5  
temos que ec istem permutações  ^ e g de Z com o^d(^)  = 
|q|>jn| , com ondig)  = Jm + p | + 1 > |m + p | e tais que ò = gm + ^ n . 
já  que oA.d(g) = ] q j im plica que ^  = -ídt-2 , segue pelo 
Lana 1 . 2 0  que + • |
O TEOREMA 3 .6  nos d iz  que toda palavra a = AmBnA^B^ 
prim itiva  e de complec idade quatro representa ò em sem­
pre que m+p f 0 4 n+q • Veremos no TEOREMA 3 .8  que também a 
palavra A^BmA” ^Bn representa ò an , sempre que
{ m , n , k } £ Z~]_ . Com isto  teremos então que toda palavra pri-
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m itiva de complexidade quatro no alfabeto  de duas letras repre­
senta 4 em S j  . Para estabelecer o TEOREMA 3 .8  , veranos 
inicialm ente o seu lema, que é o fundamental deste cap itulo .
LEMA 3 .7  : Sejam
1. 4< X. £ to ,
2. C q , c j , . . .  e d-Q^ d-j , . . . duas seqüências in f in it a s  
e in jetiv a s  de inteiro s  ,
3* e duas seqüências in f in it a s
e in jetiv a s  de -t-ciclos em Z , e
4 . p< t  e í  dois inteiro s  positivos 
tais  que
5. { c .  : ui) O  {d- : l  í u>} = <f> ,•l. •'Cr
6. ambos os conjuntos {  ^ - : .t t to} e { g . : Z 6 to}'C /C
são dcp ,
7. 2 6 .  n  z9y = { Cy> Para cada Í t u ,
8 . Z(5 . , n  Zg ; = { d ; }  para cada / e u ,
j  ' j  j
9. Z |$ - n Zg - = 4) sen pre que y e to e queA. j
Á, 6 o M  j , j  + 1} r e
1 0 * ^ . 7 (c . . 7)= d - = g^íc . )  para cada á  to .
Sejam  ^ e g as permutações de Z defin idas  por 
C 7 (á) = U  - : -c £ to} e por C 7 ,g) = íg - : i(- u} . Então existeí. 'C í. 'L
permutação intercalável h de Z tal que g = hih~
PLANO DA DEMONSTRAÇÃO : Definimos o conjunto
11. V = 0 , p , t -q ,  (p-Qp .
Já que t > 4 , temos que V f $ . Portanto podemos 
escolher et V . Assim , para cada l  £ w , definimos
12 . = áe (c^) ,
13.  ò- = g e (c-) ,jl * <L
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14.  x - = £C[ + e' (c ■) e<v 'C
15 .  ^  = 3P " e l ^ t ) ) - 
Definimos também os conjuntos
16 . E = í-{ 0, e, p,  (q + e p  ,
17 . X . ={ a-, b-, c . , d-, x -, y . } para cada l í  w , e
'v  'V 'C A» A, A,
18. U . = : At E} u  {9 ^  ( b -) : n. £ E} para
A. A» A.
cada t oj.
Demonstraremos depois as seguintes seis  afirmações :
19 . | X j  = 6 para cada ú  u ,
20. X . n  X- = <j> sempre que {- i,j} c w com -i 4 j ,-t j
21. | { (c fl) ( b^) } u  l/^| = 2+ 2 | E | para cada X£ w,
22. 5/ - n 1/ - = 4> sempre que £ m , ccm Jl 4 j ,-í- 5
23 . 1/• H  X - = <j) setipre que {-é,/} C u , e<t j —
24. { (c-0) , 9 P ( bQ) } n X^ . = <j> sempre que l  £ w .
Uma vez demonstradas estas afirm ações, mostraranos
como podemos d e fin ir  a permutação h de Z por 
C 2 (k) = C z (h ; 3 )  u  C 2 (h;  2) = Y u  V, onde
y = { ( a .  c- b-) :-c£(jj} u M x -  d- w •) : -t £ w} e onde/C ^ *(. X,
l/ = { U^íc^-l gA (b^ ) )  : < K, l> £' Exu} u  í ( áp í c 0 ) gP (bfl))} , 
pois veremos que o conjunto V U V i  cícp .
Como t>4 , veremos que E / <j> e portanto que 
Cj{ .k‘, 2 )  ê in f in it o . Veremos também que claramente C j ( h ; 3 )  ê 
in f in it o , e então que h ê intercalã vel.
Finalmente afirmamos que
25. g = M/ i~7 .
Deste modo, a demonstração do LEMA 3 .7  acabará, de­
pois que ficarem provadas as afirmações de 3 . 7 . 1 9  a 3 . 7 . 2 5  , 
baseadas nas hipóteses de 3 . 7 . 1  a 3 . 7 . 1 0  , nas defin ições  de
3 . 7 . 1 1  a 3 . 7 . 1 8  e ainda na definição  de C^ih)  para estabe­
lecer a última afirmação 3 . 7 . 2 5  .
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Apresentamos, no Apêndice, o Diagrama 4 .4  , que i lu s ­
tra tais  funções i t Q e h •
DEMONSTRAÇÃO de 3 .7  :
Demonstração de 3 . 7 . 1 9  : Escolhemos arbitrariam ente 
Ã. £ w . Por 3 . 7 . 1 0  temos que d.  = g^(c-) , e por 3 . 7 . 1 3  te-'C '■C
mos que c - = (b . ) . . Segue que d - = (b . J .
Por 3 . 7 . 4  temos que 0<q<X. . Já que e t P , temos 
que Q<2.<£ . Segue que 0<q + z <l t  . Mas e í P implica também 
que e i t~q ; assim temos que q + e. j- £ . Os fatos q + e j t  e 
0<q + e.<2£ garantem que -iTí + e- • Portanto podemos concluir que
c . 7* d- , já que 0<q<X. e que d . = g^lc-J ; que c.  f b . , 
jã que 0<<l<£ e que c- = g e (b. )  ; e que d .  ^ b . , jã queX. X, A*
t\q + e. e que d .  = g^ + & ( b . )  Em resumo, | í b . , c . , d . H  = 3 .
Já que, por 3 . 7 . 7  e 3 . 7 . 8  e 3 . 7 . 1 2  a 3 . 7 . 1 4  
temos que { x ^ } * { d^ ,  b^} c , e que c ^ / { b ^ , d ^ }
pois | { b ; , c. ., d .} | = 3, segue agora por 3 . 7 . 7  queA, -C X
n ( b ^ )  * * .
Argumentaremos agora, num esboço análogo aos pará­
grafos anteriores . Por 3 . 7 . 1 4  temos que x . = ^  e (c-) . Por
3 . 7 . 1 2  temos que c - = e (a -) . Portanto temos que
A, 'V
* ;  = á^ía ; )  • Dal é fácil ver que x .  ^ c - , já que £]<i + e. ; 
que  ^ , já que 0< e< í ; e que  ^ a^, jã que 0< q< t.
Inferimos que =  ^ • Portanto
lí a í ’ C, í ' V W 1 = 5 ' 3á que i b ^ d ^  - * e
que | í b . , d . } |  = 2 . Para acabar a demonstração de 3 . 7 . 1 9  , bas-<í.
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ta mostrar que x^,  b^ , } .
Por 3 . 7 . 6  temos que ^S^+j n  Zg^  = <p . Por 3 . 7 . 9  
temos que H  Z g ^ j  = 41 . Mas por 3 . 7 . 7  e 3 . 7 . 1 5  temos
que yl  6 lQl+  j . Também temos que { a^,  b^,  c^, d ^ , x^}CZ ^  u Zg .^ , 
pois { a . , c • , x -}x{b d ■} C ZA-xZg. . Portanto temos que<C »í. X, A. 'C
l ^ }  n  {aít Çlg-f , n <Z3^ u Z^)  -
(Zg^+ j n  Zg^) U  (Zg^+J n  Z ^ )  = 4» U <J> = 4>. A afirmação
3 . 7 . 1 9  fica  provada .
Demonstração de 3 . 7 . 2 0  : Escolhamos <L e /  inteiros 
não negativos ccm i. 4 j  . Já vimos que
{ a v , by , , dy , xy) C Z^v U  Zg^ para cada v & w • Assim temos que 
{ a ; , b c . , d  x .} n  { a b c d x .} C( ZX.  u  Z g . ) n ( Z r f .  u  Zg .)
A, <L A- 4* j j j j j —  4. >C J  J
= (Z^- n  Zg •) U  (Zg - n  Z<$; ) , pois por 3 . 7 . 6  temos queA- 3 í
26 ■ n Z|$ . = <j> = Zg . n Zg - .Sem perder a generalidade, podemos 
j ^ i
supor que á< j  . Então por 3 . 7 . 2  e 3 . 7 . 5  e por 3 . 7 . 7  a 
3 . 7 . 9  , temos que Z| ■ H Zg. = {d.j s e e  somente se j = *.+ 1 .j -L 4-.
Segue que { a ., b c ., d .,  x .} n  { a b c cí x .} = <p se J 4 1+1J J J J J
m a s q u e  { a . ,  6^,  cx , x j  n {  , ,  b^ f , ,  c ^ , , ,  , ,  x^.+ ,} c { d . } .
Agora mostraranos que d ^ /  { a^ . + ? , b^+ ?, c ^+ ? , d^ + ?, x ^ + ?} .
Por 3 . 7 . 5  temos que d- 4 c.-,, .
x , x .+  /
Por 3 . 7 . 1 0  temos que d. = á ^ ( c . . , )  e por 3 . 7 . 1 2
x . u -c+ 7
temos que c^ + j = ó~e (a^ + j) ‘ Seg ue c3ue ^  = ^  ^ ^ i + l  ^
que < e,p>£ Px (Z~V ) temos que 0< \e.-p\<£ , e assim que ^tp-£ •
Segue agora que d. 4 & : + 1  ••'C ' i
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Por 3 . 7 . 1 0  temos que d .  = ,) e por 3 . 7 . 1 4
temos que c . 7 = (x - ,) . Segue que d . = f$P~ ^ " e (x- ,) .
Jã que < z,  { p-q ]^ > Q Vx l £-V ) tanos que íjíp-q^-e.  Mas obvia­
mente £\p-q-z se e somente se £\ {p-qj^-z . Segue que 
t\p-q-z , e então que d^ 4 x^+J *
Tanbãn por 3 . 7 . 7  e 3 . 7 . 1 3  temos que é ^ 9 ^ + j *
Segue por 3 . 7 . 6  que b^+ ^A lg^  . Mas por 3 . 7 . 8  tonos que
d . t lg . . Segue que d ■ 4 b . , .
Por 3 . 7 . 2  temos que d.  4 d.  , . Portanto pelos qua-x, -t+7
tro parágrafos a nterio res , inferim os como fo i proposto, que 
d-xT { a . , ,  b . , ,  c - , d . , ,  x . , } . Portanto, cano jã foi observado-C -C+ I 4.+ ] 4.+ 1 -L+ I -L+l
que { alt b^, c ^ d ^ X j )  n  { ?, b^+ ?, c ^+ ? , d ^+ ] , x ^+ ] } Ç  { d^.} , 
concluimos que esta intersecção é vazia  .
Agora temos em geral que 
{ a . b  c . d  x .} n  { a . , b . , c . , d . , x . }  = <p pois l  4 j . Portan-
j j j J J
to para acabar a demonstração de 3 . 7 . 2 0  , basta mostrar que 
y .J? X . .
No tem os por 3 . 7 . 7  e 3 . 7 . 1 5  que y . £ 2g . . . Len -
bran os tanbãn que {by,  d . }  Ç Z g y . Se j j t+1 t então por 3 . 7 . 6
temos que Zg . O  Zg . =<ji e portanto que y . 4 b .  . Mas por
4,+ I <L 4. J
3 . 7 . 1 5  e 3 . 7 . 1 3  temos que y . = gP_ e (c.  7) = g ^ (b . 7 ) . Por-'C. I 'C «
tanto, jã que 0< p< £ segue que y . 4 b . , . Sn geral y.  4 b ..
sC 4- “t" * j
Por 3 . 7 . 1 5  e 3 . 7 . 1 0  temos que y . = g^~e'(c- ,) ='L X, /
p-e-q{d ) # Lembrando que £\p-z-q , inferim os que y.  4 d . , .
S  X .+  I 1 1 1  J J
Por outro lado , para J 4 4.+ 1 / tenos que < y . f d ■> t Zg . . *Zg ■ ,
X» j  X, ' 1 j
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e segue entao por 3 . 7 . 6  que y ■ i d . . Em qualquer caso, temos5
que yl  t d .  .
Pelos dois parágrafos anteriores , temos que
Afirmamos que também y . £  { a c x .-} • Lembrando que ^  ^ J $
y l g l+ j , observamos que { y^} n{ a., c.., x .} Ç n li-
pois { a . j , c . j , x y} C Z(S^ . . Há três casos a considerar.
Caso : j = -i+1 . Então { y • } n  { a ., c x ; )CÍ c - . 1} .-C 5 5 J — 4.T I
Mas já que y.  = g ^  £ (c- ,) e que -íTp~£ / inferim os que✓C X.* /
í/  ^ / CX+J * Portanto í ay > C.y í quando j = Z + 1 .
Caso : j = x>2 . Então (w . )  n  { a c x -}C{ d . , } .
5 5 5 ~ *-+ ‘
Mas lembrando que y í j » j } , inferimos que •
Portanto y .#  {a. ., c ■, X •} quando j = 1+2  .
j 5 j
Caso : / /  íxl+/,^.+ 2} . Então ^  =  ^ e P°r-
' í a j 
j £  { í + 1 , 1 + 2 }  .
tanto í/. / {  a c x  -} também no caso f in a l , quando 
5 5 5
Recolhendo os fato s , temos agora que
y . %  { b d .} U  { a c x •} . Para acabar nossa demonstração de j J 5 5 5
3 . 7 . 2 0  , basta mostrar que t/. f y- . Mas < y ; ,y.->  ^ Zg . , 7xZg • 7xC j ^ J ' j *
e ^  ^^j+1  ~ pois -t+7 4 j+1 . A afirmação 3 . 7 . 2 0
fica  provada.
Demonstração de 3 . 7 . 2 1  : Seja arbitrariam ente
2 ~ LL<a,v,-c> G E xu . Então por 3 . 7 . 7  temos que á (c.-) 6 Z X . , e
•'C-
por 3 . 7 . 1 3  temos que 3^ (b^) £ zg^ • Portanto tonos que 
{ íU (c.^)} n  {gU (b^) }C Z ^  n Zg .^ = {c^} . Mas áU (<^) 1 > jã 
que 0< u< .£ . Assim temos que j$a (c. )  f g V (b. )  . Bn p articu lar ,
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temos que h*1 (c ■) t g*  (b ■) sempre que A í  E*C 'í'
Do parágrafo anterior inferim os que 
U N c . )  : A í : E) n {  g*1 (b ■) : Aí  E) = <f> . Também, já que E C £ ,<v -'C "*
que c^í  e que ^  é componente -t-cíclica de á em Z ,
ê claro que |{ ^ (c .- ) : At  E}\ = ) E ( . Semelhantemente, temos
A,
que | { g A ( b ; ) : A í  E}\ = |E| , já que por 3 .7 .1 3  temos que
A-
b - í Zg . , e que g.  é componente -í-cíclica de g em Z .•'■C
Segue que | \J . | = 1 \ E | .
Certamente 1/ . = { ^  (c •) : Aí  E] \j { g^ (b -) : A. £ E } =/C «'C •
\J{ { í*1 (c-■) tB*1 (b .) } : A í  E} . A  segunda forma do conjunto ê a/•L X.
mais inform ativa para os nossos f in s .
Lembramos que < ^  (c q ) , g^ (b Q) >í ZjJ^xZg e que
T-í0 n  Zg0 = { c 0} . Mas, já que 0< p< £ , segue que ^ ( c ^ )  j a Q, 
0> * 3 P<t0:Portanto j* g ^ ( b n) .
Para acabar a nossa demonstração de 3 . 7 . 2 1  , fa lta  
ainda m ostrar que { ^  (c.^) , g^ ib Q) } n  1/^ = 4»
Já vimos que < (c.Q) , i U (c^) >í , e que
n  11 ;  = sempre que -ó j 0 . Mas já que < a, p > í Ex (í-E) , 
temos que ^ ( c . Q) f i a ( c Q) .  Portanto ^ ( c ^ )  1 áu (c^) sempre
\J —Semelhantemente, <g (b^ ) , g  (b^) > í Zg x^g^ • Tam bem se 
I 4 0  então Zg^ n  Zg^ = 4> , e portanto gp ( b / gU (b^) .  Mas 
já que <u,p>C- E*U - E) / temos que g P ( bQ) j gV ( bQ)- Em resumo, 
gP (fa0) f 3 V ^b^  sempre que í [ u .
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K) ULonbramos que < ( cQ) , g  ( b^)>£ Z ^ x l g ^  e que 
I & q n  2 Q q = í c0} • Assim , lembrando que áP (c-0) 4 c.q • i n f e r i ­
mos que áp <e0) f g v ( b (j) . Mas por 3 . 7 . 9  temos que
10 uZ6 o n  Zg^ = 4> quando 1 4  0 .  Portanto, á^(c^)  4 g (b^) quan­
do l  4 0 . Em g eral, temos que . {C-q ) £ { g V { 6^) : fe 6 to} .
Finalmente notemos que <gP (£>J,áU ( c . ) > £  Zg xZjj . . Há
U 4, U 4,
três casos a considerar.
Caso : l  = 0 . Vimos que áU (c^) 4 • Portanto, já 
que ígP (b0) } n U a (cfl) } ç  Zg q n  Z 6 0 = { c Q} , tonos que 
9 P ( b 0) 4 no caso em que 1 = 0 .
Caso : L = 1 . Por 3 . 7 . 8  temos que Zg q D  Z ^  •
por 3 . 7 . 1 3  e 3 . 7 . 1 0  temos que g P ( b 0) = g p ~e ( c 0) = g p ~<L' q- (d ) . 
Mas ccmo jã foi visto que t\p-t-q , inferim os que g P (b^ ) 4  d q . 
Portanto { g p ( bQ) } n (  óU (c^) } £ Zg Q n  Z ^  - { d Q} implica que 
3 P (b0) 4 no caso ^  9ue í  = 1 •
Caso : i>? . Por 3 . 7 . 9  temos que Z g Q n  T-í^  = <j> • 
Portanto { g p ( b^) } n  { é“ ( >  S  $ > e concluimos que 
9 P (b^) 4 &U no caso também quando <L>1 .E m  resuno, temos
que g P (b Q) f  { 6U (Cfc) : fe 6 w} .
Juntando os fato s , concluimos que 
(c-q) 1 9 ^ (b q) } n  = <j> , jã que < u , v > t  E 2 foi arbitrariam en­
te escolhido . Já que tanbém 6 oj foi a rb itr á r io , a afirmação
3 . 7 . 2 1  fic a  provada.
Demonstração de 3 . 7 . 2 2  : Por 3 . 7 . 7  e por 3 . 7 . 1 3  te ­
mos que V - C  Z£ . y  Zg ■ sempre que i t  ui . Escolhemos 
í-i,/} c  w cem -c 4 í . Então n  U. C— /C j —
( Z ^  U  Zg^) n ( Zrf . U Zgy) = ( Z ^  n  Zgy) U  (Z^y n  Zg^) , já que
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3 , 7 . 3  e 3 . 7 . 6  nos dão que li- n  ZX.  = <j> = Zg- n  Zg.  .
^ j * - 5
San perder a generalidade, podemos supor que JL< j  .
Então jã temos que V.  n  V . C li  . n  Z g . ,  já que 3 . 7 . 9  nos
* - 5  5  *-
dã que li  n  Zg . = $ .'C j
Por 3 . 7 . 8  temos que 11 .  , n  Zg. = {d-} . Mas lem-T. U^+ J ' X,
bramos que Z ^ . - H  Zg . = <f> se j>-c+l . Segue que 
V . H  V - C{ d ■} para j = l+l  , mas que 1/. n  V . = <j> paraX J A*. J
j>Á.+ l . Resta-nos portanto , para demonstrar 3 . 7 . 2 2  , m ostrar que
d . tf V ■ H  \j . . Para is to , basta mostrar que d . y  V . .JLA 4. X.+ J -C A.
Por 3 . 7 . 8  tonos que d^G Z ^ + j e entao por 3 . 7 . 6  , 
que d. JÍZi-  . Segue que d . / í ^ í c - )  : /it £}, pois
<{, «■C. -í.
{ ^ ( C ; ) : E} Ç  Zrf . .X, 'C
Por 3 . 7 . 1 0  e 3 . 7 . 1 3  temos que d . = g^(c-) = 
g^ + e (b. )  . Mas ( q+eLG^-E . Portanto d . j? { g*  ( b .) : A. 6 E}
Os dois últimos parágrafos nos garantem que d V . e 
portanto fica  a afirmação 3 . 7 . 2 2  demonstrada.
2Demonstraçao de 3 , 7 . 2 3  : Seja <A.,-t,j>G Exw . Por
3 . 7 . 7  tonos que j$^(c. )£ Z^ • • Por 3 . 7 . 7  , 3 . 7 . 1 2  e 3 . 7 . 1 4
tenos que { a . , c . , x . }  C Z^ .  . Segue por 3 . 7 . 6  que 
5 5 5 5
l*1- (c -) /  { a ., c x ■} no caso em que -L 1 j .
*■ 5 5 5
Já que <A.,e>G Ex(í-E) t tonos que (c./) 4 {d j )  , 
e portanto por 3 . 7 . 1 2  que ^ ( c ^ )  f a.  ^ .
Jã que Q<ti<£ , temos que ^ ( c ^ )  4
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Já que < K t (q + z^.> £ E*(£~E) , temos que 
á^íc-) 4 j^ + e (c. )  , e portanto por 3 . 7 . 1 4  que ^ ( c . )  j x .  .a. X,
Em resumo, ^ ( i . ) / { í i . , c . , x . }  . Jã tendo que ^  (c -) ^  {&-,  c -, x .}✓C. X» X» j $ j
L^.para l  4 j , temos finalm ente que & {c ■) Z  { a ■, c. . , x  ■} para
^ 5 5 5
qualquer { l , / }  C u .
Já vómos que ^ ( c . )  £ 7^ . . Por 3 . 7 . 7  e por 3 . 7 . 1 3  
e 3 . 7 . 1 0  , temos que { b d - } £ Zg . . Há três casos a consi- 
r a r .
Caso : i. = /  . Então { ^  (c. -) } n {  b ., d .} £
^  5 5
T-i ■ n  Zg . = {c-} . Portanto, já que ^ ( c . )  j* c- , temos quej X» X» X/
ó* (c { b ., d . )  quando l  = j .
J J
Caso : i  = j + 1 . Então { ^  (c .) } ní b d .} C { d . }  .
-*■ 5 5 5
Mas jã que <K,p> k Ex (t~E) , tenos que ^ ( c ^ )  / c / e
portanto por 3 . 7 . 1 0  que ^ ( c - )  4 d .  . Segue que
Ó* (c- )/^ { b d . )  quando l  = j + 1 .
5 5
Caso : + . Então { ^ ( c  •) } H {  6 . ,d  .} C
■*- i J
Z($ . n  Zg . = <j) . Portanto , em g era l , concluimos que ■i. j
l*1 (c ■) /  { b d -} para qualquer que seja { £ , ] )  £  w • Segue fi- 
^  5 5
nalmente que (c^) J? { a-, C j , X j , b d .} .
A jora , por 3 . 7 . 7  e 3 . 7 . 1 5  , temos que 
< (c.-) , y ■ > t l i -*Zg - ,i • Novamente consideraremos três casos.•í, J X. I
Caso : I  = j+1 . Então { ^ ( c . ) } n { y - }  £x. j
T-í; H  Zg - 7 = { c -} • Mas ^ ( c ; ) 4 c.  . Segue que (c. )  /  tf-✓C j ■» / a, X, >C j
quando i. = j + 1 .
Caso : ^ = j + 2 . Então { {c. ■) } C\{ y ■} £X, J
n  Z3y+ j = {^y + j} • Três parágrafos atrás, vimos que 
{dy : v C- w} . Em particular  4 d j +1 . Segi
tf* (c. )  4 y.- quando l  - j+2
■L j
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Caso : ‘i^{j + 1,j + 2} . Então { (c.-)} ní y •} C
>c J
^á; n  Zg - . = <j> .E m  g eral, portanto , temos que ^ ( c . )  j* y-
J t  j /C j
para qualquer que seja C tu . Resumindo, temos até este
ponto que i*1- (c -) Â  X . para qualquer que seja í-^,/} .-t j —
A fim de acabar a demonstração de 3 . 7 . 2 3  , falta  mos ­
trar que também g 1 {b ■ ) tí % . . 0  argunento é bastante sim ilar ao5
terminado no parágrafo anterio r .
Por 3 . 7 . 7  , 3 . 7 . 1 0  e 3 . 7 . 1 3  é fácil ver que 
íQ* (b; )} xí b a d •} C Zg .xZg . . Segue por 3 . 7 . 6  queJ J J ~* 'V J
3 (b - ) X  { b c j, d ■} se l  4 j .-*• 5 5 5
Já que 0<fi<t , temos que 4 b^ .
Já que <K,  z> <z E* (£-E) , temos que g^ (bj )  4 3 ^ (b^)  , 
e portanto, por 3 .7 .1 3  tetnos que g^ (b^) 4 c.  ^ .
Já que <A., (Q + 2.j^;> f Ex Çt-E) , tonos que 
g* (b -) /  g^ + e {b.) . Mas por 3 . 7 . 1 0  e 3 . 7 . 1 3  tanos que
A»
d- = g^(c-) = g^ + e (b-) . Portanto g^ (b - ) 4 d. .E m  resumo des-
/í, <V
tes três parágrafos, temos que g ^ í b - ) /  {b/tc ;,d.} . Assim vi-
A. X» •'C. a ,
mos que g* (b .) / { b ■, c ■, d .} para qualquer que seja í ■•£,./} Ç  w .
5 5 5
Por 3 . 7 . 7  , 3 . 7 . 1 2  , 3 . 7 . 1 3  e 3 . 7 . 1 4  tanos que
{g ( b -) } x{ a -, x -} c lg . x I Á .  . Para mostrar que g (b .) X  { a x .} , 
5  í  ~  ^  i  i  j
há três casos a considerar.
Caso : j = X, . Então { g 1 (b .) } ní a •, x •} c*  5 5
Zg . n  Z|S ■ = ÍC. }  . J á  que g^ 1 (b .) { b c-, d .} para qualquer
't  J  ^  ^  j  J  J
j  G u , tanos en particular  que g (b. )  / c- . Portanto
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g*1 ( b  .) £  { CL . , x  .} quando j  = X. . '
5 5
Caso ; j = l+l  . Então {g^  (b .) } (~\{a . ,x  ■} £^ J J
T-Q - n  2^ . = { d . }  . Mas tambsn temos, em p articular , que•’C J
g ^ i b . )  4 d .  . Portanto g'’1 ( b  .) X  { a  x  .} quando j  = í +1 .A* a+ ^  J j
Caso : {Á.+ 1 ,Á.} . Então { g^ (b -)} n { a  x  .} £
i 5
I g  . n  2 £  ■ = . Portanto g^ ( b  .) £  { a  x  -} sanpre que
■L j A. j j
{•£>/} '£ u . Juntando este fato coxn o já obtido quatro parágra­
fos atrás, temos que g *  (b ■) j£ {b ., c ■, d  ., a  x  •} , para qualquer
i i í i í
que seja £ o .
Por 3 , 7 , 7  , 3 . 7 . 1 3  e 3 . 7 . 1 5  tonos que
A<g ( b j ) , y - > í  I g ^ x Z g j + i . Portanto se i. j j+1 , entao 
{ g ^ b J  } n {■{/ •} £ Zg^ n 2g ^ +? = $ ; isto  é g*(b^)  /  í/  ^ quando
i. 4 j + 1 .
Já que </i,p> g Ex (£~E) , temos que g*1 (b ■) 4 g ^ ( b . )  .“* X, •'í-
Mas, por 3 . 7 . 1 5  e 3 . 7 . 1 3  temos que y .  = g^~e (cy+ j) =
g P ( b - . 7) . Segue que g^íb . )  4 3 P (b.  7) = t/. quando ^ = j + I . j ' J * 1 5
Assim temos que gA (b-) 4 y- para qualquer que seja  {Á~,j} £ io,
e portanto finalmente que g ^ ( b . )  /  X . . A afirmação 3 . 7 . 2 3  fi-i
ca provada.
Demonstração de 3 . 7 . 2 4  : Seja 1 e üj . Por 3 . 7 . 7  , 
3 . 7 . 1 2  e 3 . 7 . 1 4  temos que { ^  ( c n) } x{ a ., c ., x .} £ .
U 4* A* A, (/ -í.
Segue por 3 . 7 . 6  que ^ ( c J ^ í a ^ c . j X . }  quando 1 4  0 .
U 4* A, 4*
Já que <e ,p>£ Vx{£~V)  , teraos que  ^ 6& (c-q )
e  portanto por 3 . 7 . 1 2  que 4 a n •
Já que 0< p< £ , temos que ^(c^) 4 .
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Várias vezes observamos que t]p-q-e. . Segue que 
K0 t • Mas P ° r 3 *7 . 14  temos que tfP ( c 0) = tfP~Q~e (xfl)*
Segue que 4 X q  . Em resumo destes três parágrafos, tenos
que (e. Q) £  i & q , c-q » x Q} . Assim vimos que tf p (c. Q) g  { a ^ ,  x^}  
para qualquer que seja Á. £ to .
Por 3 . 7 . 7  , 3 . 7 . 8  e 3 . 7 . 1 3  é fá c il  de ver que
{ >x{ b^, cL} Ç Ztf^xZg^. . En p a rt icu la r , { tfp ( c Q) } n  { bQt d Q} £
7-í0 n  ZS0 = . Mas já que tfP (c fl) 4 c Q , tenos que
{ áp ( e ^ ) } n í b ^ d ^ }  - t .
Por outro lado , se Jl>Q , temos que
{ tf ^  (c n) } H  { b ., d .} £ Ztf» H  2g . = <j> . Com is to , vimos que 
U "í. U 'C
tfP ( c J /  { b ., d . } para qualquer que seja i. £ to . Juntando este(J ■'C 'C
fato com o obtido dois parágrafos atrás , tenos que
tfP (c J /  { a . . , c - , x - , b . , d . }  para todo l  £ <o . u 0 x,' x.' x.' x. x.
Por 3 . 7 . 7  e 3 . 7 . 1 5  temos que 
<tfp (cí)) , ^ > e  Z é 0 x2g l+1  . E n t ã o  {tfp (c 0) } n { ^ }  £
2tffl H  + J = <j) e portanto éP (cQ) 4 y ^  para qualquer que 
seja l  £ to • Finalm ente, temos agora que tf^íc^) /  para qual­
quer que seja  ^ £ to
A fim de acabar a denonstração da afirmação 3 . 7 . 2 4  , 
fa lta  m ostrar analogamente que tambãn g^(b  ) /  X . para X £ to .C/ 'C
Lanbrando que {gp ( b J  } *{ b ., c ., d . } £ Ztj-xZg. , tanos 
por 3 . 7 . 6  que ( b^) /  { fa^ , d .^} quando 1 4  0 ,
Já que 0< p< •£ tenos que gp (b^ ) 4 b  ^ .
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Jã que <e.,p>t Vx(t~V) tonos que gP (b^) 4 g^ ib^ )  e 
portanto, por 3 . 7 . 1 3  , que g P (b^) 4 Cq .
Jã que -ífp-e-q , tonos que g P Z  ^(d Q) 4 d Q . Mas, 
por 3 . 7 . 1 3  e 3 . 7 . 1 0  , tenos que gP {b^) = g p ~í (c.Q) = 
gP £  ^ (d^) . Segue que g P (b^) 4 d^ . Bn resumo, temos tambén 
que gp ( b Q) /  { bQ, a Q, d Q} . Portanto g p ( b Q) / {  b^,  c^,  d^}  para 
qualquer X, £ to .
Lembramos agora que { g p ( b n) } x{ a ., x . } C Zg xZjJ. .
v A, A+ (J JL
Para mostrar que g P {bf. ) X  { a . , x . }  , consideremos tris  casos.
U A* A*
Caso : X. = 0 . Então { QP (b „) } n  { &  . , x  .} c3 0 -L -L —
? 9 q n  ^^X, = * MaS 3 a vimos, dois parágrafos atrás, que
g P ( b J  { b ., c ., d .} para qualquer X. g to • Em p a rticu la r , tenos
U X, A* A*
que g P ( b Q) 4 Cq . Segue que g P ( b Q) /  { a^,  Xj]  quando X = 0 . 
Caso : X. = 7 . Então { g p ( bn) } n {  a ., x .} £
(J A* A*
lg q ^  Z ^  = { ^ q } • Mas temos também que g P (bg) 4 d^ , pois 
lenbramos que g p ( bQ) / { bQ, c Q, d Q} . Segue que gp ( b Q) /  | a . ,  x^}  
quando X, = 7 .
Caso : 1>1 . Então { g p ( bQ) } n í  x^} £  
l g Q n  Z ^  = $ . Segue que g p (b Q) /  { a ^ , x ^ }  para qualquer que 
seja X. e to . Juntando este fato com o anteriormente obtido , jã 
temos então que g P ( b n) £ { b . , c . , d . , a . , x . }  . para qualquer X. 6 tü .
y Ar /C A~
Finalm ente lembrando que < g P (b , y^>e  Z g ^ x Z g ^ j  e 
que lg n  2g . . = <j, „ venos que g p ( b n) 4 y- para qualquerv 'C ' J 1/ X.
que seja X. g w . Com is to , concluímos que g P ( b q ) /  X^  para 
qualquer que seja  X G to , e então a afirmação 3 . 7 . 2 4  fica  
provada.
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Como proposto anteriormente estamos agora an condições 
de construir a permutação h intercalável de Z .
A afirmação 3 . 7 . 1 9  nos garante que tanto 
(a . c . b .) como (x . d.  y ) são 3-ciclos em Z e que a/C 'C X, X. /C
família { ( a .  c .  b . ) , ( x .  d .  y .) } ê dcp para qualquer que 
seja -t £ id .
Cem mais a afirmação 3 . 7 . 2 0  , tenos que tambén a fa ­
m ília { ( a .  c.  b .) , (a . c.- b-), (x- d.  M-), (x- d .  y .)} ê -c x, 4. ' j j j •<- -t- j j j
dcp para qualquer que seja  {■<•,/} Ç <o .
Defin indo  agora a fam ília 
y = {  (a - c . b .)  :■ -it u} U  { (x . d . y .) : -í t w) , f ic a  õbvio 
pelos parágrafos anteriores que V é, uma fan í l ia  dcp  de 
3-ciclos em Z .
Definindo  tambén a fam ília 
V - ( (6P (Cq) 9 P ( b Q) ) }  U  { (6A (c^) q *1 (Cj) ) : <n.,i><z Exoj} , fica  
igualmente õbvio por 3 . 7 . 2 1  e 3 . 7 . 2 2  que l/ é una fam ília  
dcp de 2-ciclos em Z .
Ag ora por 3 . 7 . 2 3  e 3 . 7 . 2 4  , temos finalm ente que 
também y U 1/ é dcp e portanto podemos d e fin ir  a permutação h 
de Z por
CZ (M = C ? ( h ; 3 )  U C z (h ; 2 )  ,
onde
C z ( h ; 3 )  = Y e C z (h ; 2 )  = 1/ .
Segue facilm ente de 3 . 7 . 1 9  e 3 . 7 . 2 0  que o conjun­
to y - C^ ( h ; 3 )  é in f in it o .
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Igualm ente, no conjunto V = C j ( h ; 2 )  , temos exata­
mente um 2-ciclo (rf*(c .) g ^ i b . ) )  esn Z para cada par
Exid . Já que t>4  implica que E f <j> , segue que também 
C ^ ( k ‘, l )  i  in f in it o .
Os dois últimos parágrafos estabelecem que h é 
intercalãvel.
Agora, para ajudar a demonstração da afirmação 3 . 7 . 2 5  
definimos os seguintes conjuntos :
2 5 . 1  ; A = { G Excj} vj ( ( c-q ) > ,
25 . 2  : B = { g ^ ( b ^ )  : G E xw} y  { gP ( b q ) } e
2 5 . 3  : X = u  { : •<- £ “ } .
Então notemos os seguintes fatos óbvios :
25 . 4  : h t ( A u B )  ê involução de A \j B e
25 . 5  ; h[A] C B Ç Zg e k[B] £ A £ Z^ .
Agora por 3 . 7 . 7  , 3 . 7 . 8  e 3 . 7 . 9  ê fá c il  ver que 
Z(J O  Zg = {c- : -cg ojIuí^- : 'C 6 ci> } £ X . Já que B £ Zg , te- 
mos que Zj$ n  B C Z^ n  Zg £  X . Mas por 3 . 7 . 1 7  , 3 . 7 . 1 8  , 
3 . 7 . 2 3  e 3 . 7 . 2 4  temos que X H A  = <j> = B H X  . Segue que 
Z t f n B = Z t f n B n X C B n X  = <j). Semelhan tenente, vemos 
que Zg n  A = <j> . Portanto notemos também que
2 5 . 6  : t$f-B = xídhB e g hA = t A .
Lenbrando ainda que { Xy} x{ b j , y  £ Z^xZg sempre 
que j e ui , venos que ( ay / xy> H  Zg £ Z^ n  Zg =
U  H  c. -, d .} : l í  o)} . Mas por 3 . 7 . 1 9  e 3 . 7 . 2 0  temos que 
{ a -,x b . ,{/ .} n  U H  c . ,  d . }  : x^ G w} = <J> sempre que j ' U  . Segue
j J j j A. X.
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portanto que { a . , X y }  n  Zg = $ e semelhantemente que 
{ b n Z| =  ^ , sempre que j £ to . Portanto, notemos ain-
da que
25 . 7  : é K  by , y y } = ld  K  b . 
g K a  . ,Xy}  = -idH a .
, t/y} e
, * y }
Jã que para cada i. e / temos que ^  é uma campo-
nente ^- cíclica da permutação * em Z , segue que 2 £ li
implica que z = i A ( c . )  para algum «c <h., i. > £ -ixw „ Consideremos
os seguintes cinco casós .
Caso : fi £ E = t~ {o , <L, p, ( q + . Então z = d*(c .) £ A
Caso : K = 0 . Então z = -) = c- £ X .a, 'C
Caso : K. = e. . Então z = í N c . )  - í U c .) = a . £ X .A-
Caso : A = p . Então z = <*<c. )  - <p (c. ) = d.  . £ X , -t- I
quando <í>0 e z = 6P ( c n) £ A quando xL = 0 . Em qualquer s it u ­
ação, z = ^ ( c . )  (- A u X  quando A = p .''C
Caso : n = iq + zL  . Então z = á^(c-) = ó^ + e (c.-)■í X, •í-
X; £ X .
A*
Em resumo, vimos que en qualquer caso, z£ Zi implica
que z £ A u X  . Sem elhanten ente é fã c il  ver que y £ Zg implica 
que (/ £ B u X  . Segue que
25 . 8  : Z^ C A u X  e Zg C B u X .
Finalmente afirmamos que
2 5 . 9  : Para todo <u , £  Zxu , tomos que 
H a U-)  = 9 U (b-) .
A, A.
Para estabelecer 2 5 . 9  , seja  <a,x>£ Zx^ . Claramente 
(u^t-í . Consideremos os seguintes cinco casos.
Caso : ( u lt  E . Então ({,a ( c . )  gU ( b . ) )  £ C (h;  2) .
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Segue que M a (c^ ) = g U (b^) para ^
Caso : (u^. = 0 . Então húU (c^) = ^(c^)  • Mas 
(a.  c.  b ; )e C 7 (h;  3) . Segue que h ( c . )  = b.  = ga (b. )  . Por-
tanto háU (c^) = gU (b^.) para (u^. = 0 .
Caso : (uL - £ . Então h6U (c-) = (c ■) = h ( a . )  .♦í* 'C X.
Mas (a . c . b .) t C 7 (h; 3) . Segue que h ( a . )  = c . = g e ( b . ) = 
g a (b .) . Portanto kúu ( c ; ) = ga (b. )  para (uL = £ .''C /C a, aL
Caso í (u|. = p . Então . Mas
QP ( b Q) ) £  C j i k ;  2) . Segue que M P (cfl) = 3 P (t>0) = 
gU (bíj) . Portanto h£u (c^)  = gu (b^) quando = < p , 0 >  .
Tambõu , para <c>0 , temos que h&U (c.^) = (c^) = k ( d ^ _ j )  .
Mas  ^ ‘ Seg ue que ^ ^ jL-1  ^ = y í-1 =
g p & (c. .) = g p ( b .) = g U (b -) . Portanto h&U (c, .) = g U (b .) sempreX. >C <C <{, ^
que (u^. = p .
Caso : (u^. = í<? + £^ . Então h£u (c^) = k ^  + e'(c ^ )  - 
li(x-) . Mas (x . d.  y .) í C7 (h;  3) . Segue que h ( x . )  = d.  = 
3 ^ ( c ; ) = g^ e (b. )  = g U (b . )  . Portanto M U (c-) = g U (b . )  também-C /C x ,
quando (u|. = + ' e ass;jm fica  provada 25 . 9  .
Dononstração de 3 . 7 . 2 5  : Consideremos xt  Z nos se­
guintes quatro casos.
Caso : x /  Zí U  Zg . Então ó(x) = x = g (x) . Isto  
implica que M x )  = x . Segue que h^h  ^ (x) = x = g (x)  , para 
x £  Z| u Zg ,
Caso : x£ A . Então xt A u B  e por 2 5 .4  temos que
-  7/i (x) = h-(x) . Já que x C- A , a afirmação 25 . 5  dã que 
h{x)  t B e então por 25 . 6  temos que 6h(x)  = /x(x) . Segue que
1 (x) = h&k(x )  = kh(x)  = (x  ^ . Já que x t A Ç A u B  , a
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afirmaçao 25.4 dã que h (x) = x . Mas x £ A também implica
2por 25 . 6  que x = g (x) . Segue que h (x) = x = g(x) . Portan­
to vimos que h ^ h   ^ (x) = g (x) quando x £ A .
2
Caso : xt B . Então x = g V ( b . )  para algum 
< v , Z >  e (E xui) u  {< P / 0 >} . Já que
{ ( á A ( c^ )  g A ( b^ ) ) , ( 6 P ( c. q ) g ^ ( b 0 ) ) }  C ( h;  2) para todo
6 E*io , temos que h  ^g V (b j )  = (c.^) • Segue que 
h i h ' 1 (x )  * h { h ~ ]g V ( b . )  = h ü V ( c . )  = h 6 1 + v ( c . )  . Mas 25 .9  da 
que h ^ + V ( c . )  = g í+U(b.) . Portanto / i ^ _ í (x) = +V ( c -) = 
g ^ + V (b-)  = g g V ( b . )  = g (x) . Concluímos que /i^h_ 7 (x) = g (x) pa-''C -'C
ra x e B .
Caso : xé X . Consideremos aqui seis sub-casos. 
Sub-caso : x = para algun ^ t u . Então h£h.~^ (x) :
k ^ h   ^ (a ■) . Mas j á que (a - c . b .) e C 7 (h ;  3)  , temos que 
h  ^ (a. . ) =  b . e que h (b . )  = a  . . Por 25.7 temos que
4. 4. 4. 4.
ÍÍ (6 -) = b .  e que a. = g(a. )  • Segue que h Á h ~ J ( a  .) = h & ( b . )  =
4- 4, 4, 4, 4. 4,
h ( b  ■) = a . = g ( a -) = g(x) • Portanto h ^ h ' 1 (x) = g (x) quandoX* X, X.
x -
Sub-caso : x = ò. para algum X. t w . Então h{,h~^ (x) =
hhh~^ (b ■) • Mas já que (a . c. . b .) t C, ( h ;  3) i tonos queu X, 4. 4. 4. 2
h ~^ ( b-)  = c . • Por 25.9 tonos que h^(c-) = g(b-) * Segue que
h ú k ~ ] ( b . )  = M(c-)  = 9 (b.) = g (x) . Portanto h ^ h ~ ] (x)  = g(x)
quando x = b . .
Sub-caso : x = c. - para algun X £ w . Então (x)  =
 ^ (c. -) . Mas jã que (a . c. b .) £ C 7 ( h ;  3) , temos que
X- X. X. X. £•
- 1 J + £. 7 + £fi (e.-) = a- . Por 25.9 tanos que h.£ (c-) = g ( b -) . Segue
/(, Xí X- X.
que h i k ~ ] U . )  = M U y )  = = h i U ( L ( c . )  = g J + e (b.) =
gge (b^.) = = g (x) . Portanto i-7(x) = g(x) quando
~ -1Sub-caso : x = d .  para algum ■*•£ w . Então h^h (x) =
fitfh  ^ (d -) . Mas jã que ( * ; d .  y .) £ C? (/i;3) , temos que
h~^(d . )  = x .  . Por 25 . 9  temos que +Cí + £ ( c -) = g * +^ + e (b; ) .>c ^  ^ ^
Segue que htfh * (cí )^ = /xtf(x^) = k{s{sCí + ^ (c^) = ^ e (c^) =
g í+í+e (b. )  = ggí + £ (b; ) = g g q (c .) = g ( d . )  = g (x) . Portanto
Hh~^  [x) = g(x) quando x = d . .
Sub-caso : x = x . para algun -í. £ w . Então /xtfh  ^ (x) =<c
h&h  ^ {x .) . Mas (x . d . y .) £ C7 (h; 3) . Segue que h.  ^ (x ■) = y ■
Xí ím X» X*
e que h { y .) = x .  . Por 25 . 7  tenos que tf(i/-) = (/ • e que
X» X. X, X.
x.  = g ( x . )  . Segue agora que h^h  ^ ( x -) = h ^ ( y . )  = k ( y .) = x- =
X, X» X< X. X» <c
3 (x^) = g (x) . Portanto, temos que k&h 7 (x) = g(x)  quando 
x = x . .
Sub-caso •. x = y^ para algum X£ u . Então h^h * (x) = 
k^h~ * (y .) . Mas jã que (x - d . y .) £ C 7 (h; 3) temos que
X. X* X< í-
h~^ (y^) = d^  . Por 25 . 9  temos que = g * + P (b^+ j) •
Segue que h^h  J (t/^) = h i ( d ^ )  = ^ááP (c^+ J ) = frtf7 + P (c^+J ) =
g 1 + P (b^+ ]) = ggp ( b^+ ] ) = ggP _ e (cx.+ J) = g (y^) = g(x)  . Portanto 
/itf/i  ^ (x) = g (x) também quando x = y.  .
X,
Assim vimos que htfh * (x) = g(x)  quando x £ X .
Jã que 25 . 8  d iz  que Ztf Ç A y X  e que Zg C BijX , 
temos que Ztf u  Zg C A y  B y  X . Assim , pelos quatro casos acima, 
ficou provada a afirmação 3 . 7 . 2 5  , que ccmprova o LEMA 3 .7  .|
TEOREMA 3 .8  : Seja { m , n , k } C Z~]_ . Então existem per- 
mutações a e tf de Z tais que 4 = a 6 a  tf
DEMONSTRAÇÃO : Seja 4< £ £ cü , tal que (m, £) = 1 = (n, £) . 
Entio -t £ e por Lema 3 .4  tonos que existen permutações F
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e G de Z can C^(F) = C^ ( F ; í )  e com C^(G) = C^ÍG; ^ )  tais 
que 6 = GF „ Além d isso , pela Demonstração do Lana 3 .4  , lem- 
branos que tais  permutações F e G foram d e fin id a s  por 
C7 ( F) = { F . : í  C- üj} e por C? (G) = {G.  : -t G w} , onde para cadaÁ. 4* í,
■i G a) , F . = (/cT -t.T+7 -ÓT+2 . . .  Á.T + £-1 -4.-1) e
G. = (IT+t-l 4.T+£ 4.T+£+l . . .  -cT + T -4.-1) can T = 2£-3 .
Já que (m, £) = 1 = (n, £) , temos pelo Lema 1 .9  que e x is ­
tem permutações  ^ e g de Z tais que ($m = F e g n = G .
Com isto , tsnos agora que ò = GF = g n^m . Claran ente estas per­
mutações I e q podem ser escolhidas de forma que 
C^(á) = Cz (ó; * )  e que C^íg) = C^(g;-Í) . Ê claro que podemos 
estipular também que = F. e que g 1? = G ■ para cada G w ,
e que Z . = ZF . e que Zg - = ZG . para cada tal JL .4* 4* X.
Faremos uma listagem de fatos para assegurar que as 
permutações & e g de Z satisfazen as hipóteses do LEMA 3 . 7 .
Por nossa escolha in ic ia l  para £ , lembramos que
1. 4< £ G oi
Seja = -4.-1 e d^ = Í4.+ 1)T  para cada 4. G w , on­
de T = 2^ t- 3 . Segue que
2. e d g p d j , . . .  são duas seqüências i n f i ­
nitas e in je t iv a s  de in te iro s .
Na Deuonstração do Lema 3 .4  foram ec ib id as  permutações 
F e G determinadas pelas seqüências F ^ , F j , . . .  e G q , G j , . . .
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in fin ita s  e in jetivas  de -t-ciclos em 1 . É claro , pelas nos­
sas estipulações na construção das permutações 6 e 9 que
3. e 9 q >9 são duas seqüências i n f i ­
nitas e in jetiv a s  de -í-ciclos rm Z .
e q = • Então, já que
(m, £) = 1 = (n,  £) , temos que
4. p< £ e q< £ são dois inteiro s  po sitiv os .
Já que, para todo 6 w , temos que = - 4.-1  £  w e
que d^ = (£ + l ) T e  w , segue que
5. { C - : u) n i  d .  : -ctu} =  ^ .
Na Demonstração do Lema 3 .4  foi observado que ambos
os conjuntos { : -c £ w} e { G^ : u} eram dc.p . Mas para
cada -c e w , temos que Ztf . = ZF. e Zg. = ZG. . Segue então que
X. X. X. X.
6. ambos os conjuntos { á ■ : i t  (»} e {§  . : ít  u}
X. X»
são cí c.p .
Olhando os -í-ciclos citados , vemos que para cada
j e iú , temos que 2 tf • = ZFy = { j T , jT+ 1, . . . , j'T + £-1 } U{ 1 } e
que Zg. = 2G ■ = { j T + £ - 1 , j T + £ , . . . , j T + T } u { - j - 1 }  . Nota-se que 
J J
7. Ztf . n  Zg . = { -j -J} = { e .} para cada j t u .
J j J
Igualmente vemos que Ztf -+ j = ^^ j+j  =
{ (j + l)T, (i + H  F+ J , . . . , (j + 1)T+£-2)  u  { - J - 2 } . Lem brando que
Sejam p - (ml
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8 .  Z tf . ,  H  Zg . = { (j + 1 ) T)  = { c í . }  para cada j  t  u  .
i + 1 J J
Mas também é fá c il  ver, das nossas construções de tf 
e de g , que
9. Ztf . n  Zg . = $ sempre que /  G to e que
-í, j
i  g y , j + i > .
Agora seja -t G oi . Lembrando que p = (m .^ , que 
= e que c^+J = -4.-2 , temos então que =
Itl ~
á'.i. 7 (c - j. 1 ) = F - * 7 (c ; * i í = F . .  (-4.-2) . Pela definição  do í-ci-4.+ I 4.+ > 4.+ I 4.+ I 4.+ I
clo F. , = (-ÍT+T a.T+T+1 . . .  4.T+T + Í-2 -4.-2) , vemos queX.+;
F . , (-X-2) = 4.T+T = (a.+ 1)T  . Mas U + ! ) T  = d- . Portanto vimos/C ^  i X.
que á^+ j ( c - + i) = (-c+HT = d .  . Sen e lha n temente, pelos fatos
4 = t-nl , a - = G.  e c- = ->c-7 , temos que 3 ;  (c.;) = 3- ( c ; ) =a» X. "'w
G . ^ ( c . )  = G (-4.-1) . Pela defin ição  do í-ciclo G . , vemos
4. 4. 4. . 4.
que G .^ (-.í-1) = 4.T+T . Segue que g^(c-) = G (-4.-1) = -ÍT+T = 
( Z + D T  = d- . Resunindo, temos que
10- i (c. • j. i ) = d ■ = g^(c-) para cada i. G ai .u-c+7 x,+ J 4. c
Por 3 . 81  a 3 . 8 . 1 0  , vemos que as permutações tf e
g construidas nesta demonstração satisfazem  as hipóteses do
LEMA 3 . 7 .  Então pelo LEMA 3 .7  temos que existe  permutação h
intercalãvel de Z tal que g = k&h  ^ . Portanto, já temos que
■6 = GF = g tf = (k^h ) tf = htf h tf . Mas ^a que h e ínter-
calável e que 0 f k G Z , temos pelo Corolário 3 .3  que existe
fzpem utação a de Z tal que a = h . Assim , temos finalmen-
^3y " í jT + t- 1 , jT+t,  . . . , (j + 1) T} u  { - j - 1} , notamos tam bém que
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. ,n,  -1 ,m k ,n -k .m - te que ò = k| )i 6 = a o a ó • |
Outra tentativa  de denonstração do TEOREMA 3 .8  , sen 
a necessidade do LEMA 3 .7  , se ilu stra  sem demonstração, nos 
Diagramas 4 .5  do Apêndice.
Para finalmente estabelecer o proposto no titulo  des­
te cap itulo , fa lta  ver agora o
Teorena 3 , 9 :  Se m = p  e n = q então a = AmBnA^B^ 
não representa -ó en .
Denonstração : Seja m = p e n = q . Então
a = AmBnÁ^B^ = (AmBn)^ . Suponha agora que . Então
ec isten permutações  ^ e 9 de Z tais que -6 = (6mg n)^ .
Seja émg n - h . Assim temos que = 6 , o que pelo Lana 1 . 10  
e um absurdo. jj
Versnos agora uma generalização mais ampla do nosso 
resultado , que é o
Teorena 3 . 10  : Seja a uma palavra prim itiva  de com- 
plsc idade menos que se is . Então (cc + ^ S ^  .
Demonstração : Obviamente, pelo LEMA 1 . 17  é su fic ien ­
te considerar «■ £ {A,B}~ . Além d isso , pelo Lema 1 . 14  temos que 
toda palavra em {A, 8}- prim itiva de complec idade 2-í+l >7 é 
ciclicam ente conjugada a outra palavra prim itiva  de complexida­
de 2Á. ou 2£-} . Conclui-se, pelo Lema 1 . 20  que é suficiente  
considerar palavras da forma A^B^ com { Z , j ) £ I~l_ e da for­
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ma ÁmBnAp B^ com {m , n tp , q}  C 1 e com m /  p 
Entao por [5 , theorem 4.3^] e pelos TEOREMAS 
fica  o Teorema 3 . 10  provado.I
ou n í q . 
3 .6  e 3 .8  ,
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COMENTÁRIOS GERAIS E PERGUNTAS
A pergunta geral, de D. M. Silberger , é a seguinte 
Pergunta 4 .1  : Toda palavra prim itiva é ISç/m-univer-
sal ?
Procuramos, sem sucesso total, estabelecer uma res ­
posta afirm ativa para palavras de canplex idade quatro. Nossa 
pesquisa nisto  tentou aplicar  as técnicas empregadas em [l] , 
[14] e [15] .
Listanos neste cap itulo , sem demonstrações, nossos 
principais  resultados parcia is  a respeito  da questão da ISym- 
-universalidade de palavras de ccmplexidade quatro. Também 
listamos as nossas conjecturas e algumas perguntas relevantes.
Nos acreditamos que podemos demonstrar as afirmações
4 .2  até 4 .7  que seguen .
Afirmação 4 .2  : Se n(m+u) j 0 então a palavra
,mDn A 2 nu , , p , . ,a = A B A 8 representa -6 em , sempre que fe 6 w-j_ e
que {tn, n, u , v }  c  Z .
Além d isso ,
1. Se um dos inteiros k , n  ou m+a for ímpar então 
(a + C.^)^^ para algun subconjunto M fin ito  de Z .
2. Se ambos os inteiro s  n e m + u forem ímpares en­
tão ( a i c ^ S ^  .
Capítulo IV :
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Afirmação 4 .3  : Se k é inteiro  ímpar po sitiv o  então 
existe { x , y > ç  caxi yxy , com y sendo involu-
ção de k e x sendo uma permutação cíclica  de k de compri­
mento ( k + 1 ) / 2  .
Também se k í  então a equação yxy ^x ^
tem solução em onde x é permutação intercalável de Z
tal que l~lx  é in f in it o  e tal que Cj{x)  = C ^i x j k )  , e onde
y = . Veja  o Diagrama 4 . 1b  do Apêndice. Pode-se concluir
k m -tz -m i ™ oque tamben a equaçao y x y  x = c |k| tem s° l uÇa°  65:11
sempre que { k , m} £  1~1_ .
Afirmação 4 .4  : Se yí (m+p) f 0 então a equação
n m npk p , 0y x y xr = tem solução em .
Obviamente, se (n , k ) = 1 ou se (m + p,fe) = 7 então 
esta equação tem solução também em , pois se (n , k ) = 7
ou se (m + p , k ) = 7 então (mdc ( a ) , k) = 7 ,onde a = A nBmA n^^B^  .
Afirmação 4 .5  : Se m f 0 então as palavras a da 
forma Âm8A±m8  ^ representam em , sonpre que k t u-J_ .
Além d isso ,
1 . Se k é ímpar e (m, k) = 7 = (n, k) então 
(AmBAn8 " J+cfe) 5 fe .
2„ Se os in te iro s  k , m , n  e p forem ímpares, então 
( A V A n8-Pick ) S k .
Afirmação 4 .6  : Seja fe = 2;t+7 para algun í í  u , e 
seja m tal que (.m,£+l) = 1 . Seja 3 = AmB^AmB ^ . Nestas 
condições temos que
1 . Se p for ímpar então 7
2. Se p\t  então (g + c^ ) 5^  ,
3.  Se ( p , k ) =  7 então (AmB^A mB •
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Afirmação 4 .7  : Se para todo k e oo-_7_ temos que 
(a+C-^Sj , então (a+tfJS^ desde que tf tenha in fin ito s  pontos 
fix os e que ( a+4 )Sz .
As afirmações 4 .8  e 4 .9  que seguem são apenas nos­
sas conjecturas.
Conjectura 4 .8  : Seja a = Am8PAn8-p com (m, t )=  1 = 
(n ,t )  para algum £>1 e seja k = 2n ( t - D  + l para algum fi>0. 
Então (aic^JSf.  desde que se cumpra uma das condições :
1. (p , 6 )  = 1 ,
2. p| U-1 ,A(£-3)  +2) ,
3. (p,k~A.) = J /
4 . (p, 4/L+2) = 1 ,
5 . (p,2fi+l)  = 7 e p\fi(£-2) .
Conjectura 4 .9  : Seja I C u e seja  { tf . : Á. í I } o
* X»
conjunto das componentes cíclicas  fin ita s  de tf t S v para algum 
subconjunto X de in t e ir o s . Suponha que para cada Jl í 7 , e x i s ­
ta H U ) '  C X , can | M U ) | < X fl tal que (a+tf^t-M U )  ) ^ . Assim
se (alí )S  então (a-t-tf)Sv desde que tf tenha no mínimo ___ L A
(|M(x.)| - |Xtf - | ) pontos fix o s .
■ítl  -c
Em particular  vimos que
Proposição 4 . 1 0  : (A2B3A~28 3 + c S z
Proposição 4 . 1 1  : (A~4BA4 8 ~7 ) S z
Não ousamos adivinhar as respostas âs perguntas 4 . 1 2  
até 4 . 15  , aparentemente em aberto , que agora listanos .
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Pergunta 4 . 1 2  : (AmBAnB para que i k tm,n}  ?
(sugerida pela Afirmação 4 .5)
Pergunta 4 . 13  : (AmBPA mB para que
{ k , p , m } ? (sugerida pela  Afirmação 4 .6)
Pergunta 4 . 14  : (AmBpA_mB sempre que p=fc ?
(sugerida pelas Proposições 4 . 1 0  e 4 .11)
Pergunta 4 . 15  : Seja de complec idade mais que três
e suponha que para todo u-1_ . Então (cet^S^ im­
p lica  que ?
Finalm ente, concluimos o capitulo  can as particulares  
perguntas, que em especial m ui to trabalhamos, sen total êcito , 
por não. se enquadrar nas técnicas atê aqui desenvolvidas; una,  a 
PERGUNTA 4 . 16  para ciclos  f in it o s , e outra, a PERGUNTA 4 . 17  para 
ciclos  in f in it o s .
3 3PERGUNTA 4 . 16  : Pode x y xy ser uma transposiçao, 
quando {*<!/}' £ ^  •
Para responder afirm ativam ente, basta mostrar que
3 3 ~ 2x y xy = (0 J) tem solução < x , y > í  S^
PERGUNTA 4 . 17  : Para cada C Z~_J_ can -£>3 e
cora (ra, t) = 1 - (n,  t) serão todos os "v é rt ic e s " dos polígonos de 
lado t  dos Diagramas 4 .5  do Apêndice, "nomeados" por exata­
mente um inteiro  ?
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Diagramas 4 .1  :
" y x y ~]x~1 = cn"
Inicialm ente Silberger exibiu  permutações x e y de 
Z , conforme mencionado na pagina 28 , tais  que yxy~^x~7= 
para k £ oj~_7_ . Tais permutações aparecem na Figura la , onde
podemos ver que x (— *~ ) é ccmposta por exatamente 4k com-
«• 4kponentes to-ciclicas em Z ( que pode ser x = -6 ) e que
t/ (--^  ) ê composta por exatamente 2k componentes lo-ciclicas
em Z . Para esta figu ra , tomamos cano ecemplo, k = 2 . Assim , 
yxy~^x  ^ = Cy = {0 1 2 3) . Veja a Figura la na página se­
guinte .
Mais tarde, conseguimos generalizar  este resultado , 
achando permutações de Z tais  que a mesma equação também 
era válida  para quando ní  ; isto  ê yxy~^ x~* = /
como mencionamos na página 61 . Tais permutações aparecem na 
Figura 1b , onde podonos ver que x (--■*» ) tem uma in fin id ade  
de pontos f ix o s , e é in tercalá v el, enquanto que y (— «*-) é 
composta por exatamente n componentes u-cíclicas em Z (que
— yi
pode ser y = ò ) . Para esta figura , temamos cano exemplo, 
tanbêm n = 4 . Assim , yxy~\~^  = = (0 7 2 3) . Veja  a 
Figura lb na página 67 .
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Nesta figura  temos as seguintes convenções
os in te iro s  "restan tes" ; 1"4  .
— x
Observe que y x y~] x~] = [ 0 1 1 3 )
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Diagrama 4 .2  :
"Intercalação  de c ic lo s "
Conforme mencionamos na página 31 , seja 
h = (0 1 2) (3 4 5) (6 7 8) (9 10 11) ( 1 2 13 14)
(15 16 1 7 ) ( 1 8  1 9 20) (21 22 23) . . .  f S z> Notemos que fi 
é intercalãvel e que Cj ( k )  = C j ( k ; 3 )  . Suponha que queremos
- sobter g £ 5^ tal que g = k .
Uma das maneiras de obter tal permutação g ê agru­
par os 3-ciclos de k em Z , de 8 em 8 e intercalá- los. 
Assim , se g * = ( 0 3 6 9 J 2 15 18 2 1 1 4  1 10 13
16 19 22 2 5 g 11 14 17 20 23) (14 27 30 . . .  4 7 ) . . .
— £ então notemos que g*G ^Z ' ^ ue 0fld ( g i<) = 24 e que g* = h .
-7 - £ - / - £ £Basta agora fazer g = g* para que g = (g* ) = g* = h .
Se, no 'entanto, adicionalmente estipularmos que que-
- %remos a í  Sj tal que a = k enquanto que otid(a) = 12 , de­
vemos então agrupar os 3-ciclos d e h e m Z , d e 4 e m 4 e  
intercalá-los convenientemente, pois (-8 , 12)  = 4 enquanto que 
1 2 / ( ~ 8 , 1 2 )  = 12/4  = 3 . Assiti , se a* = (0 3 6 9 2 5 8
11 1 4 7 1 0 ) [ 1 2  15 18 21 14 17 2 0 23 13 16 19 22)
(24 27 3 0 . . .  3 4 ) . . .  então notonos que G S ^  , que ond (a*) = 12
8 ~ 1 ~ è e que a* = k . Basta agora fazer a = a* para que a = k .
Ê claro que tan bim Ofid(a.) = 12 .
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Diagrama 4 .3  :
" 4 = G F "
Conforme mencionamos na página 32 , apresentamos aqui 
as permutações F (--*■> ) e G (--► ) de Z tais  que
otid (F) = ;£ = 4 e que QAd(G) = g = 5 ; e ainda que
vim caso particular  de [l4 , diagram]
I
13 ~ 14 19 h -
Diagrama 4 .4  :
" 9 = H h ~ ] "
Conforme mencionamos na página 37 , apresentamos ura 
esboço das permutações tf , g e h de Z , todas intercaláveis  
tais que g = h£h 7 . Veja a Figura 4 , na página seguinte .
Lenbranos aqui, que :
Cz (tf) = Cz (tf;-t) com t>4
C2 [g ) = C j [ g ; t )  = { : -í £ w)
Ztf. n  Zg . = (c. . )  para £ u-í. «C X.
Ztf- n  Zg. = { d .} para j = 7j <C X.
tfP (c^+ ? ) = cf^  = para l  £ tu
a . = tfe ( c -) para -i £ w
b^ . = g para ,t £ w
x . = tf« + £ (c. )  para X £ w 
P- 2. i ,
y/i = g ‘ cx + 7 7 para “
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" Outra opção p /  TEOREMA 3 .8  "
Conforme mencionamos nas páginas 8 , 58 e 63 ,
apresentamos aqui nossa tentativa de demonstração do TEOREMA 3 .8
atravéz de um exonplo, com m = 4 e n = 2 , mas "independen-
— fe. 2 •• fe. 4te" do LEMA 3 .7  . Assim veremos que a equação y x y x = i> 
ton solução em para todo k in te iro  não nulo.
Podenos escolher £ = 5 , já que ( 4 , 5 )  = 1= (2 , 5)  e que 
5>3 . Então construímos uma seqüência de pentágonos (-£=5), cujos 
lados representan as setas indicando as funções F (— •*- ) e
G (-«*-) ,e cujos vértices  esperamos representar os inteiros  que
~ yi til 2 4darão "nanes" aos vértices  segundo a relação G F ( x ) = G F (x) =
6 (x ) = x + J , da seguinte maneira :
In ic ialm ente , todo vértice é "sen nome". Veja a F ig u ­
ra 5a na página seguinte . Comecemos por colocar " 0 "  em qual­
quer vértice . Agora, a partir  de "0 "  , seguindo 4 setas de
F (—  ) e em seguida 2 setas de G (--»- ) , cheganos a um
2 4vértice que o "denominaremos" de "7 "  , isto ê G F (0) = J .
Continuando, a partir  de "7 "  , seguindo novamente 4
setas de F e a seguir mais 2 setas de G , cheganos a outro
2r4vértice  que o "denominaremos" de "2 "  , ou seja  G F (7) = 2 .
4 ■ ^2Sen elhanten ente, a partir  de "2 "  , com F e G 
chegaremos a outro vértice  que o "denominaremos" de 1 3 " , en­
tão G2F^(2)  = 3 ; e t c . . .
Diagramas 4.5 :
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G2F^ ( x ) = x+î F
— G
O oo*  s
o = vértices  "sen nome"
O Q
-8 Q
Desta forma, todos os inteiro s  não negativos dão 
"nomes" a v é rtices ; e acreditamos que assim nenhum vértice  rece- 
ba mais que um tal "ncm e". Acreditamos tambén que sobrarão una 
infin idade  de vértices  convenientemente localizados , ainda "sen 
nem e " .
Agora concluirenos o preenchimento dos vértices  dos
pentágonos ccm os inte iro s  negativos. Naturalmente, já que F
~ 2 4e G supostamente serao permutações de Z , temos de G F = ò
- 1 - 4 - 2que 4 = F G . Assim os "nomes" serao agora dados pela 
relação F ^G ^(x)  = x-1 .
Começando novamente de "0 "  , seguindo de ré 2 setas 
de G (— «■» ) e en seguida tanbêm de ré , 4 setas de F (—  •<*-) , 
cheg an os miraculosamente a um vértice  "sem nome" , que o "deno­
minaremos“ de "~7" . Veja  a Figura 5b na página anterior.
Senelhantanente, a partir  de " -1 " ,  seguindo de ré 2
setas de G e tambên de ré 4 setas de F , chegamos a outro
■r ~ 2 -4vertice e o "chamaremos" de "-2" . Dai ,  ccm G e F , che-
gatios a "-3" , etc . . .
C laranente, justapondo as figuras 5a e 5b , tere­
mos cada vértice preenchidos por exatanente um in te iro , e con-
2 4seqüentemente conseguimos { F,G} C Sj  tal que G F = ò .
Mas observemos que 
F - (0 -1 -2 -3 -4) (2 -7 -8
G = [-6 1 -5 2 -4) [-12 3 -11
-9 - 1 0 ) [ 4 - 1 3 - 1 4 - 1 5 - 6 ) . .
- 1 0) 1-1 8 5 - 1 7 6 -1 6) . . .
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Em geral podemos deslacar as seqüências e
d . Q p d j , . . .  das intersecções entre os suportes de F e de G ,
identificados  pelos traços respectivamente. A s ­
sim, a pem utação  k intercalãvel de Z pode ser determinada 
pela seta \  ccmo segue
F = Xq c 0 ) { d Q x £ . . .
Isto  e
h = . . . ( -  d Q y Q) (Xj d ] í/ j ) íx 2 - í/2  ^ * f" ")
É possível ver que G = hFh 7 . Segue que
G = fiF%n, -1 Assim , temos que 4 = GnFm = hF,Lk ' F"1 .n, -1 T-m
Mas can .£>3 , claramente teremos una infin idade  de
2-ciclos de h em Z ; e já tendo também uma infin idade  de
3-ciclos de h em Z , inferimos que h ê in terca lá v el . Assim,
bexiste a ( tal que a = h sempre que k i 0 . Então
1 rUí “ i rlíl hr Kl rfflA = nr h r = a F a F
Veja a PERGUNTA 4 . 17  na página 63 .
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" Índice das numerações "
Tabela 4.6 :
Conforme mencionamos na pagina 9 , apresentamos aqui 
um índice da totalidade das numerações desta dissertação.
Definição i . i ......... pg 12 Corolário 2 .4  ...................pg 26
Lema 1 .2  ............. 13 Corolário 2 .5  ............. 26
Definição 1 .3  ............. 13 Corolário 2 .6  ............. 26
Lema 1 .4  ............. 13 Corolário 2 .7  ............. 26
Lena 1 .5  . . . . . . . 14 Teorema ' 2 .8  ............. 26
Definição 1 .6  .............. 14 Teorem a 2 .9  ............. 26
Exemplo 1 .7  ......... 14 Corolário 2 .1 0  ........... 27
Observação 1 .8  ......... .. 16 Teorem a 2 .1 1  ________ 27
Lem a 1 .9  . . . 6 . . . 16 Proposição 2 .1 2  . . . . . . 27
Lema 1 . 1 0  ....................... 17 Proposição 2 . 13  ........... 27
Exemplo 1 .1 1  ____ 18 Teorana 2.14  ........... 28
Definição 1 .1 2  ........... 18 Teoran a 2 . 15  ........... 28
Ek emplo 1 . 13  ........... 18 Teorema 2.16 ........... 28
Lem a 1 . 14  ........... 20 Teorem a 2 . 17  ........... 29
Definição 1.15  ........... 21 Teorana 2.18  ........... 29
Pergunta 1 . 1 6  ........... 21 Pergunta 2 . 19  . . . . . . 29
LEMA 1 . 17  ........... 21 Pergunta 2 .2 0  . . . . . . 29
Definição 1 . 18  . . . . . . 22 Pergunta 2 .2 1  ........... 29
Definição 1 . 1 9  ........... 23 Perg unta 2 .2 2  . . . . . . 29
Lema 1 .2 0  ........... 23 Pergunta 2 . 23  ........... 29
Pergunta 2 .1  ............. 25 Definição 3 .1  ............. 30
Teorema 2 .2  .............. 25 Lema 3 .2  _________ . . . 30
Teorema 2 .3  .............. 25 No ta •••••
i—1 •CM•CO 31
(continua)
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36
50
50
50
50
50
50
51
51
51
54
58
58
60
60
61
61
61
61
62
62
62
62
62
63
63
63
63
63
63
(continuação)
3. 2 .2 pg 31 Afirmação 3 . 7 . 2 5  . .pg
3 . 3  . . . . . . 31 Definição 25 . 1  ...........
3.4  . . . . . . 32 De finição 2 5 . 2  ............
3 . 5  . . . . . . 33 Definição 25 . 3  ...........
3 . 6  . . . . . . 34 Nota 25 . 4  ...........
3 . 7  ____ . . 35 Nota 25 . 5  ......... ..
3 . 7 . 1  . . . . 35 Nota 2 5 . 6  ...........
3 . 7 . 2  . . . . 35 Nota 25 . 7  ...........
3 . 7 . 3  . . . . 35 Observação 25 . 8  ............
3 . 7 . 4  . . . .  35 ífirm ação 25 . 9 ......... ..
3 . 7 . 5  . . . . 35 TEOREMA 3 .8  ..............
3 . 7 . 6  . . . . 35 Teorema 3 .9  ........... ..
3 . 7 . 7  . . . . 35 Teorana 3 . 1 0  ...........
3 . 7 . 8  . . . . 35 Perg unta 4 .1  . . . . . . .
3 . 7 . 9  . . . . 35 Afirmação 4 .2  ..............
3 . 7 . 1 0  . . .  35 Afirmação 4 .3  . . . ____
3 . 7 . 1 1  . . . 35 Afirmação 4 4
3 . 7 . 1 2  . . . 35 Afirmação 4 .5  .............
3 . 7 . 1 3  . . . 35 Afirmação 4 .6  .............
3 . 7 . 1 4  . . . 36 Afirmação 4 .7  ..............
3 . 7 . 1 5  . . . 36 Conjectura 4 .8  ..............
3 . 7 . 1 6  . . . 36 Conjectura 4 .9  .............
3 . 7 . 1 7  . . . 36 Proposição 4 . 1 0  ...........
3 . 7 . 1 8  . . . 36 Proposição 4 . 1 1  ...........
3 . 7 . 1 9  . . . 36 Perg unta 4 . 1 2  ...........
3 . 7 . 2 0  . . . 36 Pprgunta 4 . 1 3  ...........
3 . 7 . 2 1  . . . 36 Pergunta 4.14  ...........
3 . 7 . 2 2  . . . 36 Pergunta 4 . 15  ...........
3 . 7 . 2 3  . . .  36 PERGUNTA 4 . 16  ...........
3 . 7 . 2 4  . . . 36 PERGUNTA 4 . 17  ...........
" Índice de símbolos "
Tabela 4.7 :
Conforme mencionamos na página 8 e tambáfl na 24 , 
apresentamos aq u i, na ordem em que foram def inidos ,  os símbolos 
u t iliza d o s  nesta d issertação .
SÍMBOLO = SIGNIFICADO Pg - Li
A-8 = (x  : x € A e 8) ............................................... ..1 0 - 6
j A j = card inalidade  de A ....................... ........................ ..10 - 8
w = inte iro s  não negativos ......................................... ..10 - 9
Z = in te iro s  ...........................................................................10 - 11
k = { x fc>x t to} ................................................................. 1 0 - 1 2
 ^ = cardinalidade  dos enumeráveis ......................... ..10 - 13
j = cardinalidade  dos reais  ...................................... ..10 - 14
n|m • = n ê fator de m .................................... ................. ..10 - 15
njfíi = m não ê m últiplo de n .........................................10 - 16
{[xj,} = t  n  {x + kt : k e Z} ....................................................10 - 19
mdc = máximo d iv isor  comoura .................. ........................ ..10 - 24
(a , b) = mdc entre a e b ..................................................1 0 - 2 4
[a, b] = mmc entre a e b ............................................. ....1 1 - 2
mmc = mínimo múltiplo ccraum ........................................... ..11 - 2
S(nJ E menor fator primo de n .................. ................... ..11 - 5
M(nl = mmc.{ 2, 3 n) ........................................................... ..1 1 - 6
Vomii)  E doiDÍnio de tf ............................................................. ..11 - 9
Tm(tf) = imagem de tf ............................................................... ..11 - 9
Mnd(tf) = Vomié)  U  Im(tf) . ...................................................... ..1 1 - 1 1
tfhA = restrição de tf a A ....................... ................... ..1 1 - 1 3
F [A] = { tf (x) •' x e A} ............................................. ............... ..1 1 - 1 4
(continua)
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con&xa = relação conexa ......................... . ............. .............pg 11 ~ 16
?h.t t X ) h { tf •* tf e função com Mnd(tf) C X} ................11 - 21
XX = {tf : tfG PAtlX)  com Pom(tf) = X} . ................ ..1 1 - 2 1
S^ = St/m(X) = {tf : tf é permutação de X} ............................. ..1 1 - 2 2
Vfit = { P jlU X )  : X é conjunto) .................................. ....12 - 4
%
Mí/c e { X •* X é conjunto) ........................................... . 12 - 4
Sym = {5^, •* X e conjunto) ...................... .......................12 - 4
tfg = composição de tf can S .................................... ..12 - 8
tfZ ü tftf .......................................................................................12 - 14
tfW = tf tf... tf (w vezes) ............................................. ..12 - 14
tf^  = relação identidade ................................................. ..12 - 16
tf  ^ = relação inversa ........................................................ ..12 - 18
tf -9 = isomorfismo b igráfico  .............................................12 - 22
dcp = d is ju nto  como permutação ......................................13 - 9
CÁ.c.to = componente cíc lica  da permutação . ................ ..13 - 16
|| tf || = comprimento do ciclo  á ........................................ 13 - 18
fe-ciclo = c ic lo  de comprimento k ........................................ 13 - 22
[a b c d) e a -»• b -*■ c -> d ■* a ............................. . ......................13 -24
Ck = fe-ciclo 10 1 2 . . .  k-1) . . . . ......... . . . . 1 4 - 6
■i = permutação sucessora x -»■ x + 1 ......................... ..14 - 7
Cx (tf) = ccmponentes cíclicas  de tf em X ..................1 4 - 1 8
(x y) = transposição * <-■+ y .......................................... ..15 - 9
e { ^ •* tf é peimutação par de -X) .................... ..1 5 - 1 7
C^(tf;m) e componentes m-cíclicas de tf em X ......... ..1 5 - 2 3
Xtf e suporte de tf em X ........................................ .. . 16 - 1
ponto tf-txo e tf (x ) = xt X-Xtf ......... ............................................ ......16 - 5
yt •o^id(tf)=n e tf = identidade / tf para 0< Á< n ..................16 - 9
I = alfabeto  { A , 8 , C , . . . , L , U , l / }  ..............................17 - 9
£+ = palavras de semigrupo ............................................ 17 - 11
E- = palavras de grupo .................... .............................. .17 - 12
(continuação)
(continua) -,Q
(continuação)
ctg = concatenação das palavras a e 8 . . . . .pg 17 — 17
an = a a a . . . a  (n vezes) .................................... . , 17 - 20
h palavra vazia  <j> ......................... , 17 - 21
a” * = palavra inversa ............................................... . . , 17 - 22
"ã = soletração reversa de a ......................... . 17 - 24
Ae.gme.nto = trecho da soletração de palavras ......... 18 ~ 5
— Klbtoc.0 - segmento -maxirno da form a L . . . . . . . . . . . 18 - 11
q[L,  a) = quantidade de L em a ................ ............ 19 - 11
J a | = comprimento de a ............................. .. , . 19 - 13
mdcl a) e mc£c{ q ( L, a) *' L G I } ...................................... . . , 19 - 13
a ÜvLvial = |mcíc(a]| = 1 ............................................ .. - 18
vutneAÁveÃ. = mda ( a) j mdc{q ( L ,  a) • L £ 1 -{ B } } . . . . ,......... 19 - 21
a = g s a = vyY ^  e g = )jA ................................._ ____ 19 - 25
-'texíação a = 8  mais curta tal que a = g . ............... - 1
cplxia)  - complexidade de a - n9 de blocos . . . . . . .  20 - 4
a^g = a = yX e g = Ay ......................... ............... . , , 20 - 9
a/'v = { g : a^g} ............................................................ _ 13
YLH.a,JLz a = g , quando g = a e n>l .................... .........  20 - 14
iria) = r a i z  mais  curta de a ____ _ 20 - 16
pHÁjnÃjbvja, = a = ir(a) . » ......... ................................. .........  20 _ 1 7
0 -mptii-ic.cUx. = ç : I -»■ { A , B } y  { <j>} ................................. ......... 21 - 7
a.W.g = a é W-equivalente a g ......................... .........  22 - 22
a/W = { g : a . W . g} ...................................................... .........  23 - 5
(a+x)G = a representa x em G ; H( a) = x .........  23 - 8
a + 4-G = (a+x)G para todo xG G .................... .. .........  23 - 10
M-unív&uaZ = a^ + G sempre que Gê M ............................. . . . . .  23 ~ 12
FM-unZve.fi. = a + 4-X quando X g M e X é fin ito .........  23 - 14
IM-anx.ueA. = quando /£  M e V ê in fin ito .........  23 - 15
íyiteAcalãvelz C v i{,;m) é ou <f> ou in f in it o  .............. .........  30 - 15
A
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